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" Deyr Witz hascht ndheyr oder ferner vom Ende
eine Ahnlichkeit, und der Verstand prift sie
und Findet sie richtig..."

6. Ch. Lichtentenberg, Sudslbicher F 1184

Vorwuort

Kombinatorische Designs lassen sich nach W.D. Wallis [47] generell
charakterisieren als "to be a way of selecting subsets from a fin-
ite set in such a way that some specified conditions are satisfied.”
Die folgende Untersuchung zeigt anhand spezieller Strukturen die
Moglichkeit einer Verallgemeinerung der Design Theorie auf, in wel-
cher die endliche Menge durch einen endlichdimensionalen, komplexen
Vektorraum ersetzt wird, aus dem lineare Teilrdume ausgewshlt wer-
den sollen, die bestimmte Bedingungen erfillen. Den linearen Teil-
rdumen des €" lassen sich eindeutig (darauf prodizierende) orthogo-
nale nxn Prodektionsmatrizen zuordnen. Diese werden die eigentlichen
Grundelemente der Theorie bilden.

Den dieser Arbeit zugrundeliegenden Problemen der (klassischen)
Desian Theorie, Wwie z.B. der Bestimmung paarweise orthogonaler
Lateinischer Quadrate, bzw. allgemeiner Orthogonaler Anordnungen
der Starke 2 (orthogonal arrays, siehe z.B. Raghavarao [361, Kap.
2), ist gemeinsam, daB sie zu einer wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Aufgabe dauivalent sind, ndmlich bestimmte bezlglich der
Gleichverteilung paarweise unabhangige Zufallsvariablen Uber einer
endlichen Menge aufzufinden. Diese Beobachtung war Ausgangspunkt
vorliegender Arbeit, zusammen mit der Entdeckung von Strukturen im
Rahmen der Quantentheorie, die sich unter Verwendung der Ublichen
wahrscheinlichkeitstheoretischen Interpretation des Hilbertraumfor-
malismus als natlrliche Verallgemeinerung obiger Problemstellung
erkennen 1ieBen.

Die zentrale Definition dieser Arbeit wird also in Kapitel 2 aus eij-
ner Untersuchung des Beariffs der Unabhédngigkeit in der Wahrschein-
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Tichkeitstheorie, die der Quantentheorie zugrundeliegt, abgeleitet
{ohne dabei andere als nur funktionalanalytische Vorkenntnisse wvor-
auszusetzen). Speziell konzentriert sich diese Arbeit dann auf end-
lichdimensionale Hilbertrdume und das Problem paarweise bezuglich
der normierten Einheitsmatrix unabhangige, selbstadjungierte, kom-
plexe Matrizen zu bestimmen.

Die oben angefihrten Probleme der klassischen Design Theorie sind
hierbei nun zum Spezialfall von paarweise kommutierenden Matrizen
dquivalent. Es zeigt sich, daB eine Reihe daflir charakteristischer
Eigenschaften auch fldr den nichtkommutativen Fall gelten:

Eine Verallgemeinerung einer klassischen Ungleichung fihrt zur De-
finition von vollstadndigen Systemen. Spezielle Konstruktionen da-
flr in Vektorrdumen mit Primzahlpotenzordnung umfassen klassische
vollistédndige Systeme (etwa von paarweise orthogonalen Lateinischen
Quadraten) als Teilldsungen. Zugleich ist die in Abschnitt 4.2 an-
gegebene Ableitung selbst verwandt zu entsprechenden klassischen
Konstruktionen, indem der Ausgangspunkt ebenfalls die Struktur der
Unterrdume von Vektorrdumen Uber endlichen Kérpern ist. Anderer-
seits legen die Ergebnisse von Kapitel 5 z.B. die Nichtexistenz ei-
ner bestimmten L&sung im €° nahe, welche in natlrlicher Weise als
Gegenstlck zur schon von L. Euler vermuteten und erst 1900 bewie-
senen Nichtexistenz zweier orthogonaler Lateinischer 6«6 Quadrate
angesehen werden kann.

Der dieser Arbeit zugrundeliegende Problemkomplex konnte nur ansatz-
weise behandelt werden und 148t noch wviel Raum fur weitere Unter-
suchungen. Bereits einleitend wurde darauf hingewiesen, daB er zu-
gleich als Teil einer umfangreichen verallgemeinerten Desion Theo-
rie verstanden werden kann. Im Rest dieses Vorworts soll num noch
ein kurzer Ausblick darauf versucht werden.

Die in der Definition obiger Strukturen wesentlichen GrdBen sind
die Spur: tr(P) einer orthogonalen Prodektionsmatrix P, welche die
Dimension des zugeordneten linearen Teilraums mift, sowie: tr(PQ)
als MaB der Gemeinsamkeit zweier orthogonaler Prodektionsmatrizen
P und Q@ (bzw. der zugeordneten Tedlrdume) .
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Wir wollen ein einfaches aber wichtiges Beispiel anflhren, wie sich
damit analog zu den Strukturen dieser Arbeit weitere veral lgemeiner-
te (Prodektor-) Designs in komplexen Vektorrdumen definieren lassen:

Eine Menge von v komplexen, orthogonalen bxb Prodektionsmatrizen:

P.,...,P, soll "balanciertes Projektordesign" heiBen, falls es ein
reN und k,»<® gibt, sodaPf gilt:
i) P1+, . ,+Pv= k1
ii) tr(P )=r fur alle 1=si=v
iii) tr‘(PtPj}=?~ fur alle 1=i=j=sv

Die erste Bedingung ist eine Art Homogenit&tsforderung. Eine LOsung
aus kommutierenden Matrizen ist, &hnlich wie fir obige Strukturen,
dquivalent zu einem klassischen Design, namlich einem sogenannten
“balanced incomplete block design" (BIBD - darum die spezielle Wahl
der Parameter). Dies sieht man, indem man die Diagonaleintrage von
gleichzeitig diagonalisierten Pl,...,Pv Jeweils als Indikatorfunk-
tionen von Teilmengen der b-elementigen Menge aller Diagonalpunkte
interpretiert. Die Bedingungen i)+iii) bezogen auf dieses Teilmen-
gensystem sind, wie sich leicht nachprifen 1a8Bt, genau die dualen
Bedingunaen von BIBD's (dual-siehe Wallis [471, p.26). Wieder Uber-
tragen sich viele Eigenschaften auf den nichtkommutativen Fall.
Durch Anwendung der Spur auf i) bzw. Multiplikation von i) mit ei-
nem P , 1=isv und anschlieBender Anwendung der Spur erhdlt man mit

1) und iii) z.B.: o

rik=1) = x(v-1)
Diese flr BIBD's wohlbekannten Gleichungen sind also allgemein all-
tig. Aus ii) und iii) folgt fir r=b weiters sehr einfach, daB die
bxb Prodektionsmatrizen P ,...,P_ linear unabhangig im b*-dimensio-
nalen Vektorraum aller bxb Matrizen sind. Also gilt v=b® und fiir
kommutierende Matrizen v=b. Letztere ist als Ungleichung von Fisher
fur BIBD's bekannt. Die Ldsungen und ihre Eigenschaften wurden bis-
lang nur zu einem kleinen Teil untersucht.

Eine sytematische Untersuchung aller analog mdglichen Veral lgemei-

nerunaen von Konzepten der klassischen Design Theorie und ihrer
Zusammenhadnge ist erst noch zu leisten. Deren Ldsungen sind natdr-
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lich viel umfangreicher und komplizierter als Jene klassischer De-
signs, welche als Spezialf&lle flr kommutierende Matrizen enthalten
sind. Da diese Arbeit aber an Beispielen zeigt, daB sich eine Rei-
he von deren Eigenschaften im nichtkommutativen Fall wiederfinden,
teilweise auch in neuen Zusammenh&ngen, ist nicht ausgeschlossen,
daB die Analyse der verallgemeinerten Theorie auch Hinweise oder
Anregungen fur die klassische Theorie liefert. Als Anwendung bieten
sich natdrlich vor allem, wie in Kapitel 2 und 6 dieser Arbeit,
grunds&tzliche Probleme in der Quantentheorie an.

Die vorliegende Untersuchung ist also nur ein erster, vorlaufiger
Beitrag zu einer verallgemeinerten Desion Theorie. Aufbau und Form
spiegeln (mit den ihnen anhaftenden Unzuldnglichkeiten) den Entste-
hungsprozeB der Ideen wieder.

Wien, April 1981 G. Zauner

Herrn Professor Dr. J. Cigler méchte ich herzlich fir die Bereit-
schaft diese Arbeit entgegenzunehmen und die Mihe der Durchsicht
danken.
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1. EINLEITUNG

Eine Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie, die der Quanten-
mechanik zugrunde liegt, erfolgt erst im nachsten Kapitel. Hier
wird einleitend vorerst ein klassisches wahrscheinlichkeitsthen-
retisches Modell und dessen Verbindung zu kombinatorischen Themen
diskutiert. Die fdr diese Arbeit zentrale Definition 1.1 wird dann
als eine natdrliche Verallgemeinerung hiervon vorgestellt. Eine
andere Formulierung fUhrt zu Def.1.2 und zu weiteren relevanten
Strukturen und Ansdtzen., Damit ist das mathematische Umfeld umris-
sen. Es schlieBt sich noch ein kurzer Uberblick der weiteren Kapi-
tel und erzielten Ergebnisse an.

11 KLASSISCHE UNABHANGIGKEIT. LATEINISCHE QUADRATE. ETC.

Betrachten wir als Ausgangspunkt folgendes Problem: Gegeben sei
eine n-elementige Menge @ = {w,,...,» } mit gleichverteiltem Wahr-
scheinlichkeitsmaB: utwi}=3 fir alle 1=i=n, Bekanntlich heiBen zwei
(diskrete) Zufallsvariablen f.f,: 2+ R unabhangig, falls:

=1 -4 -q b |
f-f[fl (x,) N fz Ele] = Ju[fl Ib-:i}].,u[f2 {le]

fur beliebige x, aus dem Wertebereich von £, i=z,
Sei mit |A| die Machtigkeit der Menge A bezeichnet, so folgt hier:

£ ) moe ) | o= et o) | 125 () | (1.1)

Gesucht sind alle k-tupel £ .f,.....f, paarweise unabhangiger Zu-
fallsvariabhlen.

Sei etwa n = p.a und die Elemente von @ = (&, .: 1=iZp, 1<j=q} mit
neuen Indizes versehen, so sind fur beliebige reellwertige Funktio-
nen g, :{.... 21+E und g, :{1....q9}R

f(o ):=g, (i) und f (e ):=g,(J) (1.2)

unabhangig. Sogar alle Paare bzal. m unabhangiger Zufallsvariablen
f: fz lassen sich durch Umordnen von @ auf diese Gestalt bringen.




Der Beweis ist kurz: Die Urbilder der verschiedenen Werte von f_
und £, geben Jjeweils eine Partition von 2 in disjunkte Teilmengen.
Seien deren Machtigkeiten k , +=<r und 1, ===, Aus Formel (1.1)
folgt, daB der Durchschnitt einer Menge mit k. Elementen und einer
Menge mit 1, Elementen genau k. 1,/n « N Elemente hat.

Sef k= gulilk..ise.k) und 1= goT(1....::1.): Da ”|k{H fur alle
1Sisr, s=i<s und k1 eine Linearkombination der k 1, ist, folet n|kl.
Also gibt es p,q € N, sodaB n=pq und alk = alk , fir alle s<isr,
sowie p|] = pﬂi. fir alle 1<i<s,

Da also die Anzahl der Punkte, wo f  Jeweils konstant ist, immer
Vielfaches von q ist, 1dBt sich durch geeignetes Umordnen von Q=
mij, 1=isp, 15j%q)} ein g, (i) definieren dem f entspricht. Es ist
auch sofort klar, daB dasselbe gleichzeitig fur £, und ein passen-
des g, (J) mbglich ist. =

Schwieriger ist das Problem flUr k=3: Nehmen wir zum Beispiel an,
daB n=r’ ist und die k paarweise unabh&ngigen Zufallsvariablen .Je-
weils genau r verschiedene Werte besitzen. Dieses Problem ist &aqui-
valent zur Bestimmung von k-2 paarweise orthogonalen Lateinischen
rxr Quadraten, wie wir nun zeigen:

Seien 0.B.d.A. die r verschiedenen Werte Jeweils: 0,...,r-1. Deren
Urbilder sind also immer nicht leer: |f:’{1] |#@ fir alle o=<iSr-1,
Mit Giche.(1.1) folet dann fur zwei verschiedene f, und £, (i) :

£ e m) | =@  fir alle o<isrs, oSm<r-s

Die Durchschnitte ihrer verschiedenen Urbilder sind also genau r =n
nichtleere und natirlich disdunkte Teilmengen der n-elementigen Men-
ge Q, Es fologt, daB sie alle ein-elementig sein missen. Die Urbil-
der f:’UJ. o=l=r-1+ sind folglich Jeweils genau r-elementig. Mit dem
obigen kénnen wir o.B.d.A. ansetzen:

Q= {o,: 1=i%r, 1=4sr)} und £ (o )=i-1, £ (o )=4-1.

Mit den restlichen Zufallsvariablen f_,...,f  kdnnen nun r=xr Matri-
zen L™, s<m<k, mit Eintrdgen: 17 :=f (s ) definiert werden. Diese
missen dann nach den vorigen Uberlegungen in Jeder Spalte und Zei-
le jeden Wert: 0,..,r-1 genau einmal stehen haben und Gbereinander-

ocelegt Jedes geordnete Wertepaar genau an einer Stelle annehmen.
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Dies entspricht genau der Definition von k-2 Lateinischen Quadraten
und ihrer paarweisen Orthogonalitét. (Standardreferenz dazu: Denes/
Keedwell [201). Fir welche k diese genau existieren ist allgemein
nicht bekannt. Es gibt aber spezielle Konstruktionen und Absché&t-
zungen.

So beweisen wir in Kap.3, daB fur k paarweise bzal. der Gleichver-
teilung unabhéngige Zufallsvariablen f,,...,f, Uber einer n-elemen-
tigen Menge, wobei r, die Anzahl der verschiedene Werte von f, seij,

gilt: k
1 - k + I:rl =n {(1.3)

L1 =41
Im vorigen Beispiel mit n=r" und = ¥i folgt daraus die bekannte
Schranke k £ r+1, d.h. es gibt maximal r-1 paarweise orthogonale
Lateinische rxr Quadrate.

Eine Verallgemeinerung orthogonaler Lateinischer Quadrate sind "Or-
thogonale Anordnungen" (orthogonal arrays - siehe Bose/Bush [08]
oder Raghavarao [36]1, Kar.2).

Eine orthogonale Anordnung OA(n,k,r.,2) von GréBe n, Grad k, r Ele-
menten, Index A und Stérke 2 ist eine kxn Matrix mit r verschiede-
nen Elementen (Ublicherweise: 0,1,...,r-1) als Eintrdgen, sodaB Jje-
de 2xn Submatrix Jede mogliche Spalte genau * mal enthdlt. Es folot
sofort, daB Jeder der Eintrdge in Jeder Zeile genau Ar mal stehen
muB und also n=Ar- ist.

Interpretiert man die i-te Zeile dieser k=n Matrix als Funktion f,
dber einer n-elementigen Menge, so sieht man sofort die Agquivalenz
zum Problem k paarweise bzagl. der Gleichverteilung unabhdngige Zu-
fallsvariablen Uber einer n-elementigen Menge zu bestimmen, welche
Jjeweils genau r verschiedene Werte und diese Jeweils genau Ar mal
annehmen.

Gleichung (1.3) gibt wieder eine bekannte Schranke:

z
Ap -1
K Pl

Eine OA(n,k,r,2) mit n=r>, d.h. Index A=1 entspricht k-2 paarweise
orthogonalen Lateinischen rxr Quadraten.

Nur eine andere Notation von OA's sind (s,r,u)-Netze (Drake [211),
bzw. (als duale Struktur) Transversale Designs (siehe Beth/Jung-
nickel/Lenz [071, Kap.I, §7.)




Eine weitere Verallgemeinerung Lateinischer Quadrate, die auch un-
ter die hier skizzierte Problemstellung fd11t, wurde unter der Be-
zeichnung F-(=Frequenz)-Quadrate bzw. F-Rechtecke, und deren Ortho-
gonalitadt untersucht. (Hedayat/Seiden (271, Federer/Mandeli [221).

12. EINE VERALLGEMEINERUNG

Der Quantenmechanik liegt eine Erweiterung der klassischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie zugrunde, in der das Tripel aus der Menge
2, der o-Algebra £ und dem MaB u ersetzt wird durch (%€.2.D): 2% jst
ein separabler Hilbertraum. Pe® sind die orthogonalen Prodektions-
operatoren auf die (abgeschlossenen) Unterrdume von %, Normierte
MaBe werden durch sogenannte Dichteoperatoren DeD peschrieben. Das
sind positiv semidefinite Operatoren mit Spur trD=1, Das MaBR einer
orthogonalen Prodektion P bzgl. D jst: 4 (P):=tr (PD), Zufallsvari-
ablen sind selbstadjungierte Operatoren.

Dieses Konzert wird in Kae.2 genauer beschrieben. Es wird die (in
dieser Form scheinbar noch nirgends untersuchte) Unabhdngigkeit
selbstaddungierter Operatoren definiert. Im GroBteil dieser Arbeit
beschrénken wir uns auf den €". Eine besondere Rolle spielt dabei
die Unabhéngigkeit bzgl. der "Gleichgewichtsdichtematrix" D = Ei
(1,..Einheitsmatrix), bzw, dem durch sie erzeugten "homogenen" MaB.
Dies fuhrt zu der folgenden zentralen Definition:

1.1. DEFINIT I1ON: Zwei selbstadjungierte komplexe nxn Matrizen A
und B mit Spektralzerlegung:
r =1
A=Y aP und B=¥Yb.0
e To=N

wobei a, , #=i= und b, *+=i== die Jeweils verschiedenen Eigenwerte
aus R, P, und Q die assoziierten orthogonalen Prodjektionen auf die
Eigenraume sind, heifen unabhangig bzal. ii, falls

tr(P.Q.) = ~tr (P )tr(Q) (1.4)
LI | n L J

fur alle 1=i=r und 1=i=s g@ilt.




Da fur festes J die Summe von (1.4) Uber alle i eine Identitadt er-
gibt und dasselbe fir festes i und Summe Uber J gilt, sind (1.4)
nur (r-1) (s-1) unabhdngige Bedingungen. Um triviale F&lle auszu-
schlieBen verlangen wir in der Folge rz2 und s22.

Das klassische Konzept von bzgl. der Gleichverteiluna unabhangigen
Zufallsvariablen Uber einer n-elementigen Menge ist als Spezialfall
fir kommutierende A und B enthalten:

Diese lassen sich durch eine unitédre Matrix U, mittels A » U'AU,

B » U 'BU gleichzeitig auf Diagonalform transformieren. (siehe z.B.
Hoffman/Kunze [29] Kap.8, Thi8). Diese Abb. ist mit Definition 1.1
vertrédglich. Interpretiert man nun die Diagonaleintrége der Matri-
zen Jeweils als Werte von klassischen Zufallsvariablen Uber einer
n-elementigen Menge (den Diagonalpunkten), so folot die Aguivalenz
der Gleichungen (1.1) und (1.4) sofort:

P. nimmt genau auf Jjenen Diagonalpunkten 1 an, wo A den Wert a,
stehen hat. tr(P) gibt die Anzahl dieser Punkte (die Vielfachheit
von a,) an. Dasselbe gilt fdr trtnjl und hj. PJ% hat Einsen genau
auf dem Durchschnitt dieser Mengen und trlPLQH gibt dessen Mach-
tigkeit an.

Damit lassen sich z.B. die einleitenden Uberlegungen, daB sich alle
bzgl. der Gleichverteilung unabhadngigen Zufallsvariablen immer auf
die Gestalt (1.2) bringen lassen, anwenden. In Kap, 3 folgern wir
daraus sehr einfach, daB bzgl. %1 unabhangige, selbstadjungierte
und kommutierende Matrizen immer unitdr dguivalent sind zu Paaren
der Gestalt C®1 und 1®D (®,,.Tensor- oder Kronecker- oder direktes
Produkt) .

Ebenso betten sich alle weiteren klassischen Problemstellungen des
ersten Abschnitts in den Gegenstand dieser Arbeit, der Bestimmung
von k—tupeln wvon paarweise bzgl. El unabhangigen, selbstaddungier-
ten, komplexen Matrizen: A ,...,A , als Spezialfall fur kommutie-
rende Matrizen ein. Dies erweist sich in vieler Hinsicht als natdr-
liche Verallgemeinerung.

Die Dinge werden aber zugleich betréchtlich komplizierter. So fuhrt
bereits die Bestimmung einfacher Paare von bzgl. 21 unabhanaigen,

komplexen Matrizen auf ein schwieriges Problem.
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13. EINE ANDERE FORMULIERUNG

Seien A und B beliebige selbstadjungierte, komplexe nxn Matrizen
mit Spektralzerlegungen wie in der obigen Definition. Es sei eine
feste orthonormierte Basis des € gew#hlt, in der A eine geordnete
Diagonalmatrix ist; das soll heiBen: die Eigenwerte: a_,....&a,
(etwa in aufsteigender Reihenfolge geordnet) stehen nacheinander Je
mit Vielfachheit k :=tr (P ) in der Diagonale. Dann ist P _eine
Diagonalmatrix mit zuerst k,Z Einsen, dann Nullen in der Diagonale:
P1=d+agtl,...,l.ﬂ,...,G}; weiters hat Pz=diaQ{D,..,D,1...,1,D,..,D}
zuerst k, Nullen, dann k, Einsen, dann Nullen, usw.

Die Matrix B ist im allgemeinen nicht bereits auch diagonal. Sei U
eine unitdre Matrix die B in eine geordnete Diagonalmatrix B-u'BU
transformiert, d.h. analog sollen b, ...,b_ nacheinander mit Viel-
fachheit 1.:=tr(Q) die Diagonale von B bilden. Dann sind auch die

ﬁfdfiﬂju diagonal: 8, = diag(1,...,1,0,...,0) mit 1, Einsen, usw,

Wir partitionieren U in kfﬂj Submatrizen uti wie folat:

I 5

u cawn U
11 12 is
s B o U
U = . '2 'ZE
u u Tk u
L ri rz re: |
d.h. so, daB die Matrizen: U 6 :=PUQ 1Si<r, 1%<e

Jeweils nur noch die die Eintr8ge der Submatrix Uﬁ stehen haben,
sonst nur Nullen.

Unter Verwendung von P°=P und P =P ("=adjungiert) filr orthogonale
Prodektionen und tr (MN)=tr (NM) flUr bel, Matrizen M und N folgt:

tr(PQ) = tr (PUBU™) = tr PUBBUP) = tr (@ U")
| i J L dd L L

Mittels [c|®:=tr(cc™)=F le,;I* wird die sogenannte Hilbert-Schmidt
oder Euklidische Norm [|C|| der Matrix € =(c,) definiert. Aus

2 2
I|U1_JH - uuu"
und (1.4) folgt, daB A und B bzg].%l unabh&ngig sind, genau dann

wenn : "”u"z i %U’-Jﬂ flir alle 1=isr, 1<j<s

- B -




12. DeFmamion: Eine komplexe nxn Matrix U heiBt Verallgemeinerte
Block Hadamard Matrix mit Partition:

k1+k2+ eor *Ko =N T l% s o= 1 kl,1;E N

abgekurzt VBH(k_,..,k_;1,,..,1_)-Matrix, falls:

gt T

i) U ist unitar: wu'=1
ii) Bei Partition von U={Uu} in ksﬂj Submatrizen uu (wie oben)

gilt:
fu I* = Z(k1) (1.5)

fir 1=i=p, 1=ds=s,

Wir haben gezeigt, daB A und B unabh&ngig bzgl.1 sind, genau dann,
wenn ein wie oben zugeordnetes (nicht eindeutiges) VU eine YBH-Matrix
mit Partition k = tr(P), 1i = tr{QH ist. Als Satz formulieren wir
das in Kap.3, wo wir mittels Aaquivalenzrelationen eine Eins zu Eins
Zuordnung herstellen. Dies reduziert das Problem auf die Bestimmung
der VBH-matrizen.

Wie bereits im AnschluB an Def.1.1. stellen wir fest, daB (1.5) nur
(r-1) (s-1) unabhdngige Bedingungen (fiir unit&re Matrizen) sind.
Wir fordern wieder rz2 und s22.

Man sieht unmittelbar, daPR Jede VBH-Matrix mit vorgegebener Parti-
tion auch eine soliche mit gréberer Partition ist.

Beispiele mit nichttrivialer Blockzerlegung sind die VBH(2,2;2,2)-
Matrizen:

sin x 0 i cos x 0
0 cos x | O sin x
SR R e e e [ ....................................... ¥ = [D‘Eﬂ}
COS X 0 i-sin x 0
0 sin x | 0 -COS X

Wir nennen U eine nichtentartete VBH-Matrix oder einfach VYH-Matrix,
falls kL=h=1 fur 1=1i,4=n, das sind unitédre nxn Matrizen mit Ein-

trégen u,; < € sodaB: .

qul =

Zugeordnet sind unabhdngige A und B mit nichtentartetem Spektrum.

fur alle 1=4,J=n

=B




14. HADAMARD-MATRIZEN UND IHRE VERALL GEMEINERUNGEN

Folgende Sepezialfalle, vorerst von VH-Matrizen, sind wohlbekannt
und Gegenstand einer Reihe von Untersuchungen:

i) U sei eine VH-Matrix mit lauter reellen Eintrdgen. H:=vnU
hat dann Eintrége h,;= *1 und erfiillt: HH' = n1 , Solche sogenannte
Hadamard Matrizen H kdnnen nur flr n=2 oder n=4t, telN existieren.
Ihre Existenz wird fUr alle solchen n vermutet. Flr einen Uberblick
bekannter Konstruktionen siehe Wallis [46]1, Agaian [021].

i) Komplexe Hadamard-Matrizen, HH =ni1 mit Eintr&gen hu=11,ii
wurden von Turyn eingefihrt, Wie oben wird ihre Existenz flr alle
zulédssigen Werte n=2t, telN vermutet. Daraus wirde die Existenz
gewohnlicher Hadamard-Matrizen filr n=4t, t=lN folgen. (Turyn [441)

2 LT

iii) Sei A =g . Als m=n Fouriermatrix bezeichnen wir :
E 1 1 1
1 X hz hn—i
. 2 & 2{n-1i}
_ 1 fL—dh j-43 _ ./l‘ 1 A A A
Firs = _rj: [?L ] = > . :
mn—i 2{r—4) { =4} {ry=—1}

1 X - & . A ]

Fiv i85t unitér und ein Beispiel fir eine VH-Matrix fir alle n.
(Siehe auch Auslander und Tolimieri [041).

iv) Die vorhergehenden Punkte sind subsumiert unter der Defini-
tion verallgemeinerter Hadamard Matrizen, die auf Butson [12] zu-
ruckgeht: Mit H(k,n) bezeichnen wir n=n Matrizen mit Eintrégen aus
den k-ten Einheitswurzeln in €, sodaB HH"=n1, Gewshnliche Hadamard-
Matrizen sind H(2,n), komplexe H(4,n), ¥n Famw sind H(n,n). Fir eine
Zusammenstellung weiterer bekannter Losungen siehe Brock [091].

J% H{k,n) Tassen sich als (im Verhdltnis zu 2ZM) rationale Punkte
auf den Loésungsmannigfaltigkeiten von VH-Matrizen interpretieren:




Beispiel:

-1 1 -1
ix ix

-e -1 e

=

I

M

ey il Py —

i1
I

ey
|

]

2U st z.B. fir x=0 eine gewbhnliche, fir x=E eine komplexe Hada-
mard-Matrix. U___ ist auch die Fouriermatrix.

Sogar Jede 4x4 VH-Matrix ist zu einem U , fﬂr-xEEGEﬁ dquivalent.
(Das heiBt hier: Geht durch vertauschen von Zeilen bzw. Spalten und
deren beliebige Multiplikation mit a=C, |a|=1 daraus hervor.) Das-
selbe gilt fir die weiter oben angegebenen einearametr. Schar von
VBH(2,2;:;2,2)-Matrizen mit einem allgemeinen Aguivalenzbegriff,

der in Kapitel 3 definiert wird.

Allgemeine VBH-Matrizen, auBer VH-Matrizen, wurden (soweit mir be-
kannt) in der Literatur noch nicht explizit untersucht. Es gibt
aber einen Zusammenhang zu einer alternativen Definition von ver-
allgemeinerten Hadamard Matrizen. Der Rest dieses Abschnitts soll
ein Exkurs dazu sein (und kann, da chne spatere Konseauenzen, auch
uberserungen werden) .

Eine verallgemeinerte nxn Hadamard Matrix H {iber einer endlichen
Gruppe ¥, (GH(%,n)) ist definiert durch :
i} Eintrdge hu sind Elemente von %
i1) Die Menge {h,h , : 1Sk<n) enthalt fur beliebige =i Jjedes
Gruppenelement gleich oft.
Drake [21] nimmt die Forderung, daB mit H auch die transponierte
Matrix H' diese Bedingungen erfiillt, in die Definition mit auf.

Eine andere Formulierung geht so: Sei €(¥) der Gruppenring von ¥
Uber €, ILE§9 erzeugt als Element von €(g) ein Ideal I, Sei nun
R = C(¥)/I, Interpretieren wir H als Matrix Uber R und sei

H: = (h))
die transponierte Matrix mit invertierten Eintrdgen. ii) ist dann
gaquivalent zu: HH'=ni Uber R, Brock [09] verweist in diesem Zu-
sammenhang kurz auf einen méglichen darstellungstheoretischen Hin-

tergrund, den wir hier explizit anwenden.




Eine Darstellung g » U{g) von ¥ in den komplexen mem Matrizen sei

gegeben, die:
i) unitér ist: UT(g)=U"(g), Ygeg
ii) die triviale Darstellung (g » 1 ¥Yg) nicht enth&dlt

Aus der GH(%¥,n) Matrix H=(hij} bilden wir eine mn=mn Matrix Uber T:

Uth,,) Uth,) ... Ylh,)
| U Uthy) . Uty
UH) := = . :
| Uth,) Uth,) ... Uth) |

U(H) st dann eine VBH-Matrix, mit Partition k;f“=m, 15i.iSn, wie
sich leicht sehen 1&Rt:

Aus der Unitaritdt der Darstellung folgt:

vt (H) = U
Nach dem 5atz von Maschke zerfdllt Jede Darstellung einer (endl.)
Gruppe ¥ in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen, wobei
aus deren Orthogonalitatsrelationen (siehe Curtis/Reiner [151,831)
folgt, daB, falls g » U(g) die triviale Darstellung nicht enthalt,

gilt: Feo Vio) = 0.
Zusammen ergibt dies die Unitaritdt von UM): uH) U™ (H)=1
Ebenso folat leicht:
i e i ™ i
tr GUh )UT (h, )] = “tr@ )= 0= —=(k 1), -

Dies liefert also Einbettungen der GH(¥,n)- in die VBH-Matrizen.
Bislang wurden vor allem GH(¥,n)-Matrizen mit elementaren abelschen
Gruppen: § = EA(p") = (Z x...xZ_,+) untersucht. (Seberry (391, Dau-
son [171, de Launey [181). Deren treue, unitdre Darstellung durch

die mxm Matrizen: TN 2P

. 2T (M ’
e P Apelo.. . .p-1}, 15j=m

gibt dann eine solche Standard-Einbettung an. Erst kirzlich gelang
de Launey [19] erstmals eine Konstruktion wvon GH(¥,n}-Matrizen fir
nicht elementar abelsche Gruppen %,
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15. PRODUKTE VON VBH-MATRIZEN

A.B und € seien komplexe, selbstadd. nxn Matrizen, die paarweise
bzal. ii unabhangig sind. A liege in geordneter Diagonalform vor.
Die Unabhéngigkeit bzgl. Ei von A und B bzw, A und € kann durch
zwei unitdre Matrizen V und V beschrieben werden, die B+UABU, bzw.
csv'cY Jeweils in geordnete Diagonalform transformieren. U und V
mussen VBH-Matrizen sein, entsprechend der Blocknotation:

u....u e W
.44 . is . 44 .4t

U= | ' bzw. v = | .
u ...u VoW

ri re ri rt

Mit kiﬂj Submatrizen "1.1 LSSy, 415iSs, DZW., k.txmj Submatrizen ‘-’u,
1Sisr, 1=, Wobei k. ,1, bzw. m Jeweils die Dimensionen der Eigen-
rdume sind, die zum i-ten Eigenwert won A, B bzw, € gehdren,

Wie 148t sich nun die Unabhdngigkeit bzgl. =1 von B und € durch U
und V¥ charakterisieren? Wir transformieren das Paar B, € in eine Ba-
sis in der B in geordn. Diagonalform ist, z.B. durch B » U *BU und
€ » U'CU und suchen ein unitéres W, welches U'CU in geordnete Dia-
gonalform transformiert. Eine Lésung ist W = U 'V, da

viev = wwcuyw
Also muB auch W = UV gine VBH-Matrix sein und zwar mit'hﬂm Sub-
matrizen '#ij, 15i%s, 15§50

Dieses Produkt ist mit den Partitionen der Matrizen vertréaglich,
d.h. es 18Bt sich in Blocknotation schreiben:

r

*

*i.j = kgiuk'i.\rkj
W=UVevVv-= UW . Wir kdnnen das Problem auch so formulieren:
Untersuche Produkte von VBH-Matrizen mit vertrédglicher Partition,
(d.h. das Produkt soll sich in Blocknotation schreiben lassen kén-
nen), inwiefern sie selbst wieder VBH-Matrizen (mit der natdrlich
resultierenden Partition) bilden. Oder: Suche Zerlegungen von VBH-
Matrizen in Produkte zweier vertraglicher VBH-Matrizen.

_"|_"|__




VBH-Matrizen mit trivialer Partition (d.h. wo sich Blécke (ber ganze
Zeilen oder Spalten erstrecken) sind genau die unitdren Matrizen.
Diese bilden eine Gruppe. Verfeinerung der Partition bedeutet Ein-
schrénkung der Losungen auf Teilmengen, Jener von grdberer Partition.
Insbesondere untersuchen wir also, was von der ursprunglich allgemein
wohldefinierten VerknUpfung unitérer Matrizen bei diesen Einschrén-
kungen Jeweils noch Ubrigbleibt.

Wir geben ein Beispiel aus VYH-Matrizen an., FlUr x,¥,z = [0,2r) sei:

] 1 1 1 1 | 1

Lx 1 iy iz iy iz

1
1 = 3 e S
1

ix ix iy iz iy iz

- =1 = -e

[
B |

¥ = 2
2

Mit U'= U = U_ folgt leicht:

1 e* 1 -e'f
iw iw
uv = L] ®© 1 -e ! mit w=y-x
x vz ' "EL: 1 Etz
_BL'H .l ET.-'IF .I

u. ¥;= und q:*yu sind fur bel. x,¥,z € [0,2n) 4x4 VH-Matrizen.
(Die letzteren beiden sind &quivalent zu den U, siehe oben).
Zugeordnet sind Tripel paarweise bzgl. 21 unabhangiger, selbst-
adjungierter, nichtentarteter 4x4 Matrizen. Bezogen auf den all-
gemeinen Aquivalenzbegriff, den wir in Kap. 3 definieren werden,
sind dies bereits alle entsprechenden L&ésungen.

Die Erweiterung von Tripel auf k-tupel, paarweise b291.§1 unabh&n-
giger nxn Matrizen A,,...,A  ist offensichtlich. Zugeordnet sind
k=1 unitare nxn Matrizen U ,...Y . . Die U missen VBH-Matrizen mit
Partitionen, entsprechen den Eigenraumdimensionen von A und A .,
sein. Ebenso missen alle U:ﬁﬂ fdr i=Jd VBH-Matrizen mit Partitionen
entsprechend den Eigenraumdimensionen von A, und A, sein. (Es
gendgt fur i<J zu zeigen),

Wir nennen die Y ,...,Y _, dann kurz k-1 "VBH-Matrizen mit Produkt-

eigenschaft”.
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16. KURZER UBERBLICK

Im n&chsten, zweiten Kapitel wird Def.1.1 aus der wahrscheinlich-
keitstheoretischen Interpretation des Hilbertraumformalismus abge-
leitet und diskutiert. Es werden auch Beispiele in unendlichdimen-
sionalen Raumen angegeben. Kapitel 2 kann auch dbersprungen werden.
Es bettet das bisher Behandelte in einen breiteren Kontext ein. FUr
die in Kap. 3 bis 5 sich anschlieBende detailiertere Untersuchung
der in der Einleitung skizzierten Problemstellung ist das aber
nicht notwendig.

In Kapitel 3 werden vorerst (technische) Aaquivalenzbegriffe defi-
niert. Eine auch sonst nitzliche geometrische Interpretation lie-
fert sofort eine Ungleichung, welche die klassische Formel (1.3)
verallgemeinert. Grundlegende Eigenschaften des Tensorprodukts
werden in der Folge immer wieder verwendet.

Karpitel 4 enthadlt die Haueptkonstruktion dieser Arbeit. Sei n=qh
mit einer beliebigen Primzahlpotenz a und bel. 1N, Wir zeigen

die Existenz von (q°'-1)/(a-1) selbstadjungierten n=n Matrizen

die paarweise unabhangig bzgl. %1 sind, wobei Jjede dieser Matrizen
genau g verschiedene Eigenwerte mit Jeweiliger Eigenraumdimension
a"™ hat. Fur 1=1 sind das q+1 nichtentartete axq Matrizen. Diese
Losungen sind alle vollstédndig, d.h. die Anzahl der Matrizen ist im
Sinne der Ungleichungen von Kapitel 3 maximal.

Der hierbei verwendete Ansatz hat ein Gegenstuck im Unendlichdimen-
sionalen (siehe Abschnitt 2.3). Bekannte Konstruktionen vollstédn-
diger Mengen paarweise orthog. Lateinischer Quadrate, bzw. Orthog.
Anordnungen sind als Teillbsungen enthalten.

FUr ungerade Primzahlpotenzen erhalt man das Resultat auch kirzer
uber eine explizite Formel flr g VH-Matrizen der Ordnung a mit Pro-
dukteigenschaft., Flr Zweierpotenzen ist eine solche Formel noch
nicht bekannt.

Kapitel 5 versammelt einige Untersuchungen zu VBH-Matrizen und Kon-

struktionen von VH-Matrizen. Im dritten Abschnitt wird ein speziel-
les Produkt von VH-Matrizen analysiert. Die Anwendung dieser Ergeb-
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nisse und Sucherogramme auf einem Personalcomputer fllhrten alle
nicht zur Auffindung von drei 6«6 VH-Matrizen mit Produkteigen-
schaft. Dies bedeutet, daB es wahrscheinlich keine vier selbstad-
Jungierten 6«6 Matrizen mit Jeweils 6 verschiedenen Eigenwerten
(nichtentartet) gibt, die paarweise bzgl.z1 unabhéngig sind.

Das beridhmte Resultat der Nichtexistenz zweier orthogonaler Latei-
nischer 6«6 Quadrate ist, nach den Ausfihrungen in Abschnitt 1.1
und eingebettet in die verallgemeinerte Theorie, &quivalent dazu,
daB es keine vier selbstaddiungierten, kommutierenden 36x36 Matrizen
mit jeweils 6 verschieden Eigenwerten gibt, die paarweise bzgl. =1
unabhé&ngig sind.

Diese zeigte eine enge Analogie zwischen kommutativem und nichtkom—
mutativem Fall. In beiden Fallen wirden vollstédndige solche Ldsun-
gen, wie sie fir alle Primzahlpotenzordnungen in Kapitel 4 konstru-
iert werden, 7 derartige Matrizen umfassen.

Kapitel 6 behandelt zuletzt Anwendungen in der Quantenmechanik. Wir
diskutieren vor allem das Problem der sogenannten Informationsvoll-
sténdigkeit. Die vollstandigen Ldsungen aus Kap.4 liefern hierbei
Gegenbeispiele zu einer Vermutung von Moroz (341. Eine kurze Bemer-
kung dber die prinzipielle Bedeutung der Begriffsbildung flr die
Quantenmechanik schlieBt die Arbeit.




2.UNABHANGIGKEIT

Yorkenntnisse aus der Quantenmechanik werden nicht voraussgesetzt.
Das Konzept der verallgemeinerten, nichtkommutativen Wahrschein-
lichkeitstheorie, das dieser zugrundeliegt, wird in Absschnitt 2.1
zusammengefaBt. In Abschnitt 2.2 werden verschiedene Interpreta-
tionen von Def.1.1 und ihr Verhdltnis zur allgemeinen Definition
von Unabhangigkeit im €" behandelt. Im letzten Abschnitt wird die
Problematik in unendlichdimensionalen Hilbertrdumen behandelt.

2.1. GRUNDLAGEN

Unsere Notation folgt vor allem Reed/Simon [37]
% sei ein komplexer, separabler Hilbertraum.

Pe? seien die orthogonalen Prodektionsoperatoren auf die (abge-
schlossenen ) Unterrdume von %, Es gilt: P°=P, sowie P*=P, Hat
der Teilraum endliche Dimension k, existiert die Spur und ist:
tr(P)=k. Die Pe® korrespondieren zu Eigenschaften (Ereignissen)
eines quantenmechanischen Systems. Sie bilden den Ersatz fiir die
Ereignis—o-Algebra £ der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie.

Dichteoperatoren De® sind:
i) selbstadjungiert: D'=D
11) postiv semidefinit: <x,Dx> =z @, ¥xeit
iii) normiert: tr(D)=1
DeD beschreiben Zustdnde (Praparationen) des Systems, Sie definie-
ren WahrscheinlichkeitsmaBe auf #:

Um die Eigenschaften bzw. Zusténde des Systems zu bezeichnen ver-
wenden wir im folgenden Jeweils ebenfalls die Symbole der zugeord-
neten Operatoren. Wir sprechen also von der Wahrscheinlichkeit von
P bei Vorliegen von D, Diese ist definiert durch:

u (P) := tr(PD)

Hy ist ein MaB auf 2 mit folgenden Eigenschaften:

_15...




iy vy ¢ ®+ [0,1]

i1) #DK1}=1m -
i11) 4, )= T, (P), falls P = s-1im[ EP] (starke Konvergenz)
1=4 N L =4
und die l"‘.L paarweise orthogonale Prod. sind {Pﬂz=ﬂ, fur i=J) .

(2.1)

Nach einem bekannten Satz von Gleason [23] gibt es flr Jedes MaB u
uber %, dim(%€)=3, welches i)+iii) erfillt, einen eindeutigen Dichte-
operator D, sodaP H=p

Zufallsvariablen korrespondieren zu selbstaddungierten Oreratoren A
(in der Quantenmechanik Observablen genannt). Sei x, die charakteri-
stische Funktion einer Borelmenge BsR, x (A) € ® ist ein Spektral-
prodektor von A, (Dies entspricht f (B) e £ fir klassische Zufalls-

variablen). Hy (x, (A)) = tr(D.x (A))

gibt die Wahrscheinlichkeit an bei Vorliegen von D einen Wert fir A
in BER zu messen.

Die so definierte guantenmechanische Wahrscheinlichkeitstheorie um-
faBt die klassische Kolmogorov'sche als Spezialfall. Eine Einbettung
gibt z.B. Gudder [251, p.53 an; klassische Zufallsvariablen werden
hierbei auf kommutierende Operatoren abgebildet,

Wir notieren noch wichtige Eigenschaften der Spur (Reed/Simon [371,
Theorem VI 19,24,25):
i) tr(A) ist auf der sogenannten Spurklasse ? =(A: beschr.,tr|A|=w}
wohldefiniert, d.h. von der Basis unabhingig ( |A|=(A"A)*"% ),
ii) ®# 1ist ein Ideal in £(%), den beschrédnkten Operatoren.
i) D <> (2.2)
iv) tr(A+B)=tpr (A)+tr(B), tr(xA)=Atr(A)

v) tr(AB)=tr(BA), falls AeP und Bef (%)

Erwdhnt werden sollen noch einige Eigenschaften orthogonaler Pro-
Jektionen auf eindimensionale Teilrdume., Sie lassen sich explizit
angeben. Sei in einer orthonormierten Basis von %: e =(e );_, ein
normierter Vektor (Jlef=1). Den in dieser Basis durch die Matrix

(e,e}) ., beschriebenen Operator bezeichnen wir mit P_. Er ist
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die orthogonale Prodektion auf den durch e aufgespannten eindim.
Teilraum. Es folgen leicht die Formeln:

) tr(P_A) = <e|Ae> tr(P P) = [<e|£>|®
(2.3)
i) P_AP_ = Ce|AedP_ P PP = [Ke|f>|°P,

Ist der Dichteoperator D=P_ so spricht man von reinen Zustanden. Die
Wahrscheinlichkeit einer durch P, beschriebenen Eigenschaft ist dann
|<e|t>|*. Dieser Ausdruck wird auch oft als Ausgangspunkt fiir Dar-
stellungen der Quantenmechanik genommen.

Um Jetzt zu einer Definition der Unabhangigkeit von Eisenschaften
(bzw. Observablen) zu gelangen, uberlegen wir uns, wie zwei Eigen-
schaften P,Q des Systems eine gemeinsame Wahrscheinlichkeit bzal.
D zugeordnet werden kann. Es gibt zwei Moglichkeiten:

i) Die auf John v. Neumann und G. Birkhoff zurilckegehende quanten-
logische Interpretation der Quantenmechanik nimmt die Verbands-
struktur der abgeschlossenen Unterrdume von # als vollwertigen
Ersatz fdr die klassische o-Algebra £, Es liegt also nahe einen
Operator P~Q als Prodektor auf Jenen Teilraum von % zu definieren,
der als Durchschnitt der zu P und Q gehdrigen Teilrdaume ensteht
(PAQ = s—lim{Pui" ). Erst kirzlich wurden die Eigenschaften der
gemeinsamen Wahrscheinlichkeit yntPau} in einem Buch von Pitowsky
[35] ausfihrlich untersucht. Unabhé&ngig bzgl. D heiBen folgerichtig
P und Q falls p (PAQ)=p (P) . u (Q) (siehe Gudder [24], chap.2.2).

i1) FlUr den zweiten Ansatz, den wir uns zu eigen machen, suchen wir
vorerst einen Ausdruck fir die bedingte Wahrscheinlichkeit H, (P/Q)
analog zur klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie: Wir fordern:

i) P » p (P/Q) ist ein WahrscheinlichkeitsmaB auf # (entsprechend
den Gleichungen (2.1)) fdr alle D und @, flr die u (Q)=@ gilt.
1) py(P/Q) = p (P)/p (Q) fir P=Q (d.h., QP=P)

Beltrametti und Cassinelli (LDB1, chap. 26.2) zeigen mithilfe des
Satzes von Gleason, daB daraus folgt:

by (Pr) = LEEESD) (2.4)

(siehe auch Gudder [25]1 Th.5.26). Verschiedentlich wurde bemerkt,
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daB diese Formel &aquivalent ist zur Beschreibung der Zustands&n-
derung durch Messung nach Llders [32] (siehe auch die Diskussion
in Bub [101):

Der Zustand des Systems sei durch den Dichteoperator D beschrieben,
Q sei eine orthogonale Prodektion. Die Messung von @ verdndert D:

, _ QbQ
D+ D = tr(aD) (2.5)

wobei die Wahrscheinlichkeit von @ ungleich Null, d.h:

My (Q) =tr (QD) =0
vorausgesetzt wurde. D' ist, wie leicht nachzuprifen, ein Dichte-
operator. (Falls z.B. Q=P_ ist, so folst mit (2.3) D+ P_),
Messen wir Jetzt anschlieBend P, so ist dessen Wahrscheinlichkeit
(bei best&tigtem @, d.h. in dem nun vorliegenden Zustand D*):

Hor (P) = tp(PD') = t—E'IE?T}} = PD[PH"Q]

Unter Entlehnung des "sequentiellen und": n aus der Notation von
von Mittelstaedt [33] definieren wir nun:

HD{QHPJ 1= Hh(PIQ}.HD{Q}
g.h.mit (Z.&3:  , (onP) = tr(PQDQ) = tr(QPQD) (2.6)
Dies entspricht der Definition der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit
in der klass. Wahrscheinlichkeitstheorie. Offensichtlich ist aber

s I - Hy, (PNQ) = H# (OnP), d.h. diese Wahrscheinlichkeit hangt im
Gegensatz zur klass. Theorie von der Reihenfolge ab.

Mit obiger Beschreibung der Zustands&nderung durch Messung 148t

sich u (@P) ein praktischer Messvorgang zuordnen, d.h. operativ
interpretieren: Das ist genau die Wahrscheinlichkeit bei Messung
von zuerst Q und dann P Jjeweils ein positives Ergebnis zu erhalten.

Die folgende Definition der Unabhangigkeit von P und @ ergibt sich
nun ebenfalls vé11ig analog zur klass. Wahrscheinlichkeitstheorie,
wobei aber auch die Unabh&ngigkeit der Wahrscheinlichkeit von der
Reihenfolge der Messungen gelten soll, also:

s (PRQ) = thQnP} = uani.uniﬂi

(2.8) eingesetzt gibt:
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21 DEFvimion: Zwei orthogonale Prodektionsoperatoren P und Q

heifen unabhéngig bezlglich dem Dichteoperator D, falls gilt:
tr(POPD) = tr(QPOD) = tr(PD).tr(QD) (27

Die Iteration des MessprozeBes (2.5) und der bedingten Wahrschein-
lichkeit (2.4) diskutiert z.B. Srinivas [41]1, Damit 18Bt sich dann
Unabhéngigkeit fir drei, vier und mehr Prodektionen definieren. Wir
beschranken uns aber ausschlieBlich auf paarweise Unabhéngigkeit.

2.2. BrisPiEL: Kommutieren P und Q, so ist der erste Teil der Glei-
chung (2.7) fir alle D erfiillt: Unter Verwendung von (2.2) ist:
tr(POQPD) = tp(PQD) = tr (QPQD)
Der zweite Teil entspricht einer klassischen Formel: Wir wahlen ei-
ne orthonormierte Basis {eih:; von %, aus gemeinsamen Eigenvekto-
ren e von P und @, 1,9€N seien nun Jene Indexmengen, sodaP gilt:
Pe =e flr iex, Pe =0 fir isx und Qe =e fir ies, Qe =B flr ies, Sei
Wiy 1= {eilDei} >0 VielN = Evm = tp(D) = 1
L=41

v ist ein WahrscheinlichkeitsmaB Uber N, Es folgt sofort:

v(x) = tr(PD) v(s) = tr(QD) vi{rws) = tr(PAD)

Glcha. (2.7) st also &quivalent zu: vimae) = v(x) ,v(r) L]

Auf einen weiteren wichtigen Spezialfall verweist folgendes Lemma:

2.3. LEMMa: A sei ein beschrankter, selbstadJjungierter Operator,
P_, P, orthogonale Prodektionen auf eindimensionale Teilrdume: aus
tr(F PP A) = tr(PP PA) fir beliebige P.und P, = A =21, xeR,

Bew. ! Unter Verwendung von (2.3.11)
[<e|£>|*tr (P_A) = |<e|£>]|*tr (PA)
also vorerst fir |<e|f>|*=@ gilt:
tr(P_A) = tr(PA),
Durch Zwischenschalten eines Pg , mit <e|g>=@ und <f |g>=@ folat:

tr(P_A) = <e|Aed = A fir alle es¥®, |[e|=1,
AR, da A selbstadjungiert ist und fuUr das selbstadjungierte A-x1:
e|(A-M)e> = 0@ fir alle ess
Daraus folgt (siehe z.B.: Hirzebruch/Scharlau [28]1, Kor.22.5):
A-A1 = © &
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Das heiBt: soll der erste Teil von (2.7) fur alle orthogonalen Pro-
Jektionen auf eindimensionale Teilrdume erflllt sein, muB D=x1 sein.
Nur in endlichdim. Hilbertrdumen kann dies ein (normierter) Dichte-
operator sein. Setzen wir im € : D=Ei . Es gilt:

i i i
~tr(PQP) = Ztr(PQ) = Ztr(QPQ)

Der erste Teil von (2.7) ist damit flUr bel. orthog. Prod. erfullt.
Der Dichteoperator %4 beschreibt den Zustand vdlliger Unkenntnis
und ist sozusagen auf ganz % "homogen".

22 UNABHANGIGKEIT IM <C" .

Behandeln wir vorerst D=§&: Mit dem zweiten Teil von (2.7) folgt:
Zwei orthogonale Projektionen P und @ im € sind unabh&ngig bzgl.

21 falls: .
o 8IS tr(PQ) = X tr(P) . tr(Q) (2.8)
In der Einleitung definierten wir bereits die Unabhéngigkeit bzgl.
Ei von selbstadd. Matrizen (Def.1.1): Sei deren Seektralzerlegung:
r -]
A =i!_‘,1a+~l"+~ und B =5§1bjuj

a, , bj die Je verschiedenen Eigenwerte, PEJ% die assozierten Pro-
Jektionen auf die Eigenrdume. (Wir halten an dieser Notation im gan-

zen Abschnitt fest). Sie sind unabhd@ngig beziiglich %1, falls:
tr(PQ) = = tr(P).tr(Q)  fir alle 1Sisr, a<i<a,

Das heiBt alle Paare P, (ﬂ missen unabhéngig bzgl. El sein.

In der quantenmechan. Literatur, wurde bislang nur ein Spezialfall

davon behandelt. Sind A und B nichtentartet, d.h. P, und QJ. Prod.

auf eindim. Teilrdume, so schreibt sich diese Forderung als:
tr(PQ) = =~  fir alle sStisn

Julian Schwinger [38] bezeichnete diese Gleichung als Ausdruck ei-
nes "maximum degree of incompatibility" und die Observablen A und B
dann als "komplement&r”. Er stieB darauf bei der Untersuchung des
diskreten Analogons der kanon. Vertauschungsrelationen. Accardi
[01] stellte im AnschluB daran als Problem (I.f) seiner Arbeit

die Aufgabe der Bestimmung und Klassifikation aller L&sungen
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24. ProPosiTioN:  Sind A und B unabhéngig bzel. D=1, so folgt:
i) P :=¥YP und Q :=¥ Q0 mit beliebigen Indexmengen
ier " jeas ?

1={1,2,...,r}, J={4,2,...,8} Sind unabhéngig bzgl. %1

ii) Mit beliebigen Funktionen f,9:E » R sind f(A) und g(B) unab-
hdngig bzgl. ii.

Bew.: i) tr(PQ = F Etr(®Q) = F E trP)tr(@) = tr(P)trQ)

ierjeg LEIjES =
ii) folgt aus i), da Eigenprodektionen von f(A) = E f(a )P,
von der Gestalt ¥ P, sind, analog fur o(®), *°° =
LET

Das entspricht vollig der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie.
Dort folgt fir diskrete Zufallsvariable aus der Unabhangigkeit der
Urbilder Jjedes der (singulédren) Werte die Unabhéngigkeit der Ur-
bilder Jeder beliebigen Wertemenge.

Prop. 2.4 gilt aber nicht fur beliebige D. Das zwingt uns in der
folgenden Definition der Unabh&ngigkeit selbstaddungierter Matri-
Zzen bzgl, beliebigen D zu einer Aufspaltung:

2.5. DEFINITION: D sei eine nxn Dichtematrix. Die selbstadd.n«n
Matrizen A und B heiBen
i) schwach unabhéngig bzal. D, falls alle Paare P, Q. 1=isr,
1=j=s unabh&ngig bzal. D sind.
ii1) (stark) unabh&ngig, falls alle Paare P =i£iPL, Q =_£Lnj|nit
beliebigen 1={1.....,r}, v&{1.....s) unabhéngig bzal. 5 sind.

Aus i1) folgt natidrlich i). Die Umkehrung gilt i.A. aber nicht:

2.6. BEISPIELE
i) Sei in einer festen Basis des €’ der reine Zustand D die Prod.-

1 11 1
Matrix: D = Pi= i{l 1 1] auf den von d=f§[1] aufaespannten Teilraum,
1 11 1

A und B sollen Jdeweils drei verschiedene Eigenwerte haben, mit as-
soziierten Prodektionen Pi, jSﬂhﬁh auf eindim. Teilrdume, die
durch (normierte) Eigenvektoren P, 9, aufaespannt werden:
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i ﬂ D i 1 i ]2] £ [] ] L2773
=10 =|1 =(0 =mn = s a=a,| Ae=e
P, [n] P, [D] Py H 9= H 2 1&7[] 2752

Unter Verwendung von (2.3) folgt:

2 2 F4 i
tr(PQPD) = I<p, [qj}| tr(PD) = |<p, |a.>] I<p, |>]° = 5

: i

ebenso ist tr(@pQD) = 2
tr(PD) = |<p |a>]|® = 5, ebenso tr(@p) =

Je fur alle 1=i.j<a, In (2.7) eingesetzt zeigt dies, daB alle Paare
P, Q unabhéngig, und damit A und B schwach unabhéngig bzgl. D sind.

Betrachten wir nun die beiden ProJdektionsoperatoren P1+Pz und Q;’

2
tr(Q (P,+P)QD) = tr(QPQD)+tr(@P,QD) = 2

aber z.B., explizites Einsetzen der Matrizen zeigt sofort:

i
tr((P +P,)Q (P +P )D) = =

Bereits der erste Teil von (2.7), die Unabhé&ngigkeit der Reihenfolge

der Messungen ist nicht mehr erfillt. Mit der Notation von (2.6):
.unl: {P1+P2] n{li]l = He [Qin [P1+Fz] )]

Schuld ist das Auftreten sogen. Interferenzeffekte der Wahrschein-

lichkeitsamplituden. A. B sind also nicht stark unabhdngio bzgl. D,

ii) Ist D=§1. liegt der (klassische) Fall kommutierender A und B
vor, oder haben A und B Jdeweils nicht mehr als zwei verschiedene
Eigenwerte, so genligt bereits die schwache Unabh&ngigkeit bzgl. D
um auch auf die starke schlieBen zu kdnnen. Abgesehen von diesen
Spezialfdllen sind aber die Bedingungen dafur so einschrankend,
daB nicht klar ist ob weitere Ldsungen flr starke Unabhangigkeit
existieren. Wir geben darum eine solche an:

Seien im €* die selbstadjungierten A und B mit Je vier verschie-
denen Eigenwerten, so gewdhlt, daB P ,...,P_ auf die Jeweils von
den Standard-Basisvektoren aufgespannten Teilrdume prodizieren,

Q;**"*nz auf die von den Spalten von H aufgespannten Teilréaume:
% AE 3 1 1 0 —Si 0
&1 ‘i 3 p=ti=1 T 21
H=2l 1210 112 REdlet 00 10
1i=1i=-11 1 0-29i 0 1

Es 14Bt sich leicht nacherifen, daB A und B bzgl. der Dichtematrix
D stark unabhéngig sind. (Interferenzterme kirzen sich hier weg).
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Folgendes war eine Hilfe beim Auffinden dieser Ldsungen und zeigt
auch die besondere Rolle von D=21

2.7. PrRorPosiTION: A und B seien nichtentartete, selbstaddungierte

nxn Matrizen, schwach unabhédngig bzgl. einer (strikt) positiven
Dichtetematrix D. Dann sind A und B auch unabh&ngig bzgl. =1 .

Bew.: Nichtentartet heiBt: A und B haben Prodektionen PL,iﬁ auf

eindimensionale Teilrdume. Wieder mit (2.3) wird (2.7) zu:
tr(PQ)tr(PD) = tr(PQ)tr(@D) = tr(PD)tr(QD)

Weil D (strikt) positiv ist, d.h. <e|De> > @ VeeC" gilt, folgt:
tr(P. D)=, tr(ﬂjﬂ)#ﬂ und damit auch: tr‘{P'i_QjIl?"ﬂ

und die Gleichung kirzt sich zu:
tr‘EPi_Dl = tr(QjD} = tr‘{Pinl

2 n.tr(PD) = FPtr(PD) = Ptr@P) = tr(d) =1
i=1 i=1

+ tr(PD) = tr(PQ) =% fir alle 1Suisn =

Die Vorraussetzungen sind notwendig. Sind z.B. A und B entartet,
gibt es bereits in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie
und also fur kommutierende Matrizen einfache Gegenbeispiele:

Im €°: Sei D=diae(].T.7.5.3). P,=diae(1,1,0,0,0), P=1-P,
Q=dise(1,0,1,0,0), @,=1-Q, so sind P, und uj fur 1=ij=2 unab-
hénaia bzgl. D, aber nicht bzel, 1.

Andererseits gibt es in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie
eine zu Prop. 2.7 v8llig analoge Situation:

2.8. PROPOSITION: Sei 0=(w,,...,» } eine n-elementige Menge und
v(w) > @, (1=i=n) ein (strikt) positives WahrscheinlichkeitsmaB.
Seien £ bzw. g Zufallsvariablen uUber @ mit r bzw. s verschiedenen
Werten, sodaB n=r.s ist. Sind f und g unabhangig bzgl. v, so folat,
daB sie auch bzal. w(w)=> (s=5i%n) unabhéngig sind.

Bew.: Seien die Werte von f:x ,...,x und von g:¥,,....¥_ . Da fur
1Zisr, 15jS= gilt f-ltxi_}#{} und gd{yj#{} und » strikt positiv ist,
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folgt: vﬁﬂmﬂrﬁdﬂﬁﬂ==UEﬂmJIVdeﬁ]>ﬂ

also ist: £75(x) N g_’(yjl 2 () flp 1Si<r, 1<i<s,
Das sind r.s=n disdunkte, nichtleere Mengen in 22, d.h. sie enthalten
Je genau ein Element: I£7x) ng” ty) | =1
=
It x| =E I ix) na v = s, ebenso: g '(y)| =r
i=4
Damit ist Glcha. (1.1) flir alle 1ZiZr und 2=j<s erfillt L

Wesentlich war in beiden F&dllen, daB eine maximale Anzahl ver-
schiedener Werte, einerseits von A und B (nichtentartet, d.h. Jde n
verschiedene Eigenwerte), andererseits von £ und g (r.s=n), gefor-
dert wurde,

Prop. 2.7 legt nahe, Ldsungen, die den dort angefihrten Bedingungen
gehorchen, durch zwei Schritte zu bestimmen:
i) Suche alle bzgl. 34 unabhangigen, nichtentarteten A und B
ii) Finde alle D, welche tr(P.D) = tr(@fﬂ = %—(xﬂtﬁhd erfullen.
Dies sind alle P bzgl. denen A und B schwach unabhdngig sind,
Sie bilden eine konvexe Menge und eine ebenfalls konvexe Teil-
menge davon bilden Jene bzgl. denen sie stark unabhangig sind.

29. LEMmMa: Selbstaddungierte Matrizen A und B sind unabhéngig bzgl.
%1 genau dann, wenn es a.e R, s<iZr und .f?jE R, 1=j== gibt, sodaB:

‘tr'"[PiQJ.] = aif?j fur alle 1=isr, 15iSs

Bew.: =) Setze a=tr(P)/n, fﬂ=tr(ﬁﬂ, (e, r% sind nicht eindeutig)

<)} es folat dann:
tr{Pin}tP{Fkﬂl} = tr ':P-;QL:' Er (Pkuj]

flr alle 1SikSr, 15j1<a

r B
Summation Uber ¥, und Uber ¥, ergibt Glchg. (1.4) =
k=1 L=y

FUr die Unabhangigkeit bzgl. D=1 genigt es also zu fordern, daB
die gemeinsame Wahrscheinlichkeit pn{Pgﬂ%l = untﬂfﬁil = tr(PQ)

sich irgendwie als ProduktmaB schreiben 188t. Daran knlpfen wir

im nachsten Abschnitt an.
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2.3. IN UNENDLICHDIMENSIONALEN HILBERTRAUMEN

Im AnschluBf an Def.2.5 1aBt sich (starke) Unabhéngigkeit zweier
selbstadjungierter Operatoren A und B (Uber einem separablen Hil-
bertraum % bzgl. einem Dichteoperatoren D durch folgende Forde-
rung definieren. Die Spektralerodektionen:

x (A)  und x_(B)

sollen fir beliebige Borelmengen E,Fr = [E unabh&dngig bzgl. D sein.
Schwache Unabhéngigkeit bzgl. D 1aBt sich nur fur Operatoren mit
rein diskretem Spektrum definieren.

Obige Forderung ist nicht leicht zu handhaben. Wir verfolpen die
allgemeine Theorie hier nicht weiter, sondern Uberlegen uns wie
der Speziallfall D~1 zu retten ist.

Der Einheitsoperator 1 ist kein Dichteoperator. Mit g (P):=tr(P)
ist nur ein MaB auf den orthogonalen Prodjektionen auf endlichdim.
Teilrédume gegeben, daB nur noch (2.1.ii und iii) erfdllt.

u, (PnQ) :=tr(QPQ) und A, (Q7P):=tr (PQP)

-kbnnen aber auch fur orthog. Prodektionen P und Q auf unendlich-

dimensionale Teilrdaume endlich sein. Ist tr(P)<®, oder tr(Q)«<om,

kénnen wir, wie auch im €", mit Glchg.(2.2.w) argumentieren:
tr(QrPQ) = tr(PQ) = tr(PQP)

Aber Achtung! Im allgemeinen folgt aus QFQ = F; (Spurklasse) nicht
notwendig PQ = IL. Wir konnen also nicht generell auf den Ausdruck
tr(PQ) zurickgreifen. Wir geben ein Beispiel

Sei % als orthogonale Summe %€ = tzw éz und die Operatoren darauf
als 2x2 Matrizen geschrieben, mit Eintrdgen, welche Operatoren von

¥ 2
¢, + £ sind, Sei: q=[1 0] PZ[C Cl:} (2.9)
o 0 cCh D
mit C=diag£1,i,§,...,%,...l und der Diagonalmatrix D, sodaB c?4p%=1
P und Q sind zwei Prodektionsoperatoren dber 2,
QrPQ = ¢t o
o 0

QPQ = |QPQ| ist positiv semidefinit und darum (Reed/Simon [371,
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a0

Th.VI.18) seine Spur tr(@PQ) = ¥ -2 = = basisunabhédngig. QPQ ist
k=1

also Element von # ., der Spurklasse. Aber:
=
- [ 0] o Pl - (eotea)t - [€ 0]
m ch © 0 0
:

tr(|Pe|) = ¥+ = ® , also ist PQ nicht in der Spurklasse !
k=1

Es gilt aber immer noch:

2.10. LEmmaA: Flr beliebige orthogonale Prodektionen P und Q (iber
einem separablen %€ gilt: tr(PQP) = tr(QPQ)

Bew.: Sei # als orthogonale Summe geschrieben (siehe Lenard [301):
9 =% &N o ¥ o ol
[sla] o4d 10 41

wobei %€ flr nm=e4 gufgespannt wird von den gemeinsamen Eigen-
vektoren £ von P und Q, welche Pf=nf ynd Qf=mf erfiillen. %’ ist das
orthogonale Komplement der ersten vier Unterrdume. P und Q kommu-
tieren auf &' :=%X & & o X e % ., Da tr(A)=tr(A|,. !+tr~(A|,_.. . ) und
das Lemma fir kommutierende Operatoren erflllt ist, muB es nur noch
fur P'lmf.r und Q|E, gezeigt werden. Die beiden heiBen in "generic
position”. Halmos [26] zeigte, daB sich beliebige P und Q in generic
position immer auf die Gestalt (2.9) unit&r transformieren lassen,
mit positiven € und D deren Kern Null ist und die €*+D*=1 erfiillen.

Mit dem unitdren U = [S 2| gi1t dann P=UTQU und Q=U"*PU
D=

PQP st positiv semidefinit und damit die Spur basisunabhdngig:
tr(PQP) = tr(U'PQPU) = tr (U PUU Quu™PU) = tr(QPQ) “

Also ist u (PNQ)=u (Q7P), Diese Zahl 14Bt sich als MaB fir die Ge-
meinsamkeit von P und @ interpretieren. (Kommutieren z.B. P, Q, ist
tr(PQP) die Dimension des Durchschnitts der zugehtrigen Teilrdume).

Wir kénnen Jdetzt, wie auch Lemma 2.9 nahelegt, Unabh&ngigkeit von
selbstadd. Operatoren bzgl. 1 definieren, falls sich dieses MaB auf
ihren Spektralprodektionen, irgendwie als ProduktmaB schreiben 1&Bt.
Accardi [01] fand einen analogen Ansatz, bentitzte dabei aber leider
den Ausdruck tr(PQ).
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21 DerinimioN: A und B seien zwei selbstaddungierte Operatoren
Uber einem separablen Hilbertraum % mit Spektrum e(A) und <(B).
Sie heiBen unabhdngig bzgl. 1, falls es BorelmaBe p, auf o(A) und
v auf «(B) gibt, sodaf fUr beliebige kompakte Teilmengen

B
ESo(A) und F=e (B) gilt:

tr(xt{A).xF(B}.xE{A}} = palﬂi.pi{r} (2.10)

Falls % endlichdimensional ist, stimmt diese Definition Uberein
mit der Unabhéngigkeit bzal. %1 {siehe Lemma 2.9, Prop. 2.4).

Erinnert sei daB fur BorelmaBe u auf lokalkompakten Raumen fur
kompakte = gilt: ui(e)<w (Bauer [05]1, Def.43.3). Insbesondere mup
also tr{xE{A}.xF{B].xE[A}} < o sein fir kompakte E und F.

212. BesPiEL: Sei A ein selbstaddungierter Operator (ber einem
Hilbertraum H;. fir den gilt: tr(xh(ﬁ1}<m fir bel. kompakte Teil-
mengen E von <(A), B (ber R; erfille dieselbe Eigenschaft.

A8l und 1eB sind unabh&ngig bzal. 1 (lber E;ﬂ E;:

Da x_(Ae1) = x_(A)el und ebenso x_(1eB) = 1ex (B) folgt:
trlx, (A®1) .x_(1eB) .x_(Ae1)) = tr(x_(A)®x (B)) = trix (A)).tr(x_(B))
(2.10) ist also erflillt mit w, (&) = tr(x (A)) und K (B) = tr(x_(B)).

Die Tensorproduktbildung wird in der Quantenmechanik benttzt um
Eigenschaften vdl1ig getrennter, unabhangiger Systeme zu beschrei-
ben. Die technischen Vorraussetzungen in obigem Beispiel sind aber
im Rahmen unserer Theorie leider notig. Wollten wir beliebige Aei
und 1eB fir unabhdngig bzgl. 1 erkldren, miBten wir die Definition
2.11 so abandern, daB (2.10) auch als erfullt gilt, falls beider-
seits @ steht. Dies wlrde aber zu groBe Beliebigkeit der Lésungen
zur Folge haben.

Mit A und B sind auch f(A) und g(B) unabhéngig bzgl. 1, unter der
techn. Vorraussetzung, daB fir die reellwertige Funktion f gilt:
f () ist kompakt in o(A), falls = kompakt in o(f(A)) ist. Analog
fur g. Geeignetes MaB auf <(f(A)) ist dann pthEJ:=pA{f-ﬂnﬂ.
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Die folgende Lésung wurde auch von Accardi [011 (fir eine leider
inkorrekte Glchg.) angegeben. In einem anderen Zusammenhang, wird
auch bei Amrein/Berthier [03], Glchg.(11), die wesentliche Formel
(bis auf einen Faktor i-2zm) notiert.

Sei % = £°(R). Fur fe% sei Ff die fouriertransformierte Funktion:

L0 1] =
(Ff)epy = 1“,.;—ﬁ. | e *Prooax
-0

Die selbstadd. Operatoren X und P sind auf dichten Teilraumen von

£ (R) definiert durch:
(Xf oo = xfoo bzw. (FPf Yoy = p (FFf )iph

Eine kurze Rechnung gibt: P = -455 .

2.13. PROPOSITION: X und P sind unabhédngig bzal. 1

Bew.: Seien E und F kompakte (Borel-)Teilmengen von R,

tr (g (%) %, (P) .x_(X)) = tr(A*A) mit A := F.x_(P).x_(X)
o :
(Af ) = 2 o _ra:—nui e-""Pinxafcxrdx
Die Hilbert-Schmidt Norm (tr(A"A))*® eines Integraloperators A

existiert, falls dessen Integralkern im £ (R*) st und ist gleich
dessen £° (R*)-Norm (siehe Reed/Simon, Theorem VI.Z23). Also folgt:

- 4 e -Lxp 2
tr(A"A) = — j' J' Ithp}E' xtml dxdp =
— 2000

= E% I [ axde = (&) . A(F)/2n
E F

mit dem Lesbesgue-BorelmaB A auf R, L

Die Operatoren X und P=-¢§; reprdsentieren in der Quantenmechanik
die Orts- bzw. die Impulsobservable. Dies sind in der klassischen
Mechanik v&11ig unabhéngige Grofen (bzgl. eines homogenen Phasen-
raumes) . Es gibt mehrer Grinde fuUr diesen Ansatz (z.B. Darstellungs-
theorie der Weylalgebra, Unscharferelation). Seinen wahrscheinlich-
keitstheoretischen Hintergrund herauszuarbeiten war urserunglicher

AnlaB dieser Arbeit.
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Wir definieren fur beliebige o« € [0,7) selbstadijungierte Operatoren
auf einem dichten Teilraum von £ (R) durch:

Aa 1= posiobX — sqinoeP

2.14. ProrPOSITION: A_und A, sind unabhangig bzegl. 1, flr e=a’,
a,a"e[0,n), Das heiBt: Die Aa bilden eine unendliche Menge paar-
weise bzgl. 1 unabhangiger, selbstadd. Oeeratoren.

Bew.: Fur r,selR seien unitare Operatoren U _,V_ definiert durch:

, 2 Py
(Uf)x) 1= e 728 ) (FV )@ 1= g°F “2(F£ )

Eine kurze Rechnung zeigt:

Uixu = x viey = p
o r a

U'PU =X + P VXV =X - gP
r r -1

sei c:=cos(«)=6, sonst vertauschen wir @« und @« und sei s:=—tancow

-4 -1 ;
= VE AV =cX V‘ Aa,'\(‘.. (costa’ » )X + dP

I

mit d cos(a')tan(a)-sinf(a'}) # @ nach Vorr. Sei nun r:=-cosi(a’)/d,

Lo KGRl = el
= I"'r vs A{H\r-ur_ cX ur v'n A“,V'Ur— ap

Das heiBt: A, und A, sind fur e=a’ unit&r &quivalent zu den paar-
weise bzgl. 1 unabhidngigen Operatoren cX und dP (c,d=@). Daraus
folgt natirlich, daBR sie selbst unabhéngig bzgl. 1 sind. n

Dieselbe Methode liefert noch weitere solcher Losungen. (Ein Resul-

tat von Wiesbrock [491, p.1179 ergibt z.B. zusammen mit dem obigen,

dap {X*+aX+bP, a<R)}, fir bel. festes beR/{(0} eine Schar paarw. bzgl,
1 unabhangiger Operatoren bilden).

Unsere Ldsung ist aber besonders interessant, da sie eine Ubertra-
gung ins Endlichdimensionale gestattet. Dazu missen wir sie anders
beschreiben.

Wir ordnen A, eine einrparametrige, (stark stetige) Gruppe unitarer
Operatoren zu: U (Lt} = exp(iA_t) teR
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Die infinitesimalen Generatoren Aﬁ sind durch die Udtti, telR ein-

deutio bestimmt: iA, = l-in;:-:;{uﬂ:m—in

Eine kurze Rechnung zeiot, daB mit r:=t.sin(«) und s:=t.cos(a) gilt:

-ire/2 irP_isX

Uﬂ!t} = W(pr,s) =g e e (2.11)
as[o,n), tek & r,seR,

Die Operatoren ¥W(r,s) heiBen Weyl-operatoren (Thirring [431, p.76).
Diese lassen sich also durch 'Polarkoordinaten': a,t in unitére,
einparametrige (skommutative) Gruppen zerlegen, die Jeweils einen
von unendlich vielen paarweise bzgl. 1 unabha&ngigen Operatoren
festlegen.

Hermann Wey1 [48] fuhrte diskrete Gegenstucke der nach ihm benann-
ten Operatoren ein und zwar als eindeutige irreduzible Strahldar-
stellungen der Gruppe (Z xZ ,+) durch komplexe nxn Matrizen.

Diese Matrizen bilden die Grundbausteine der Konstruktion in Kapi-
tel 4, die diverse vollistandige Losungen von paarweise bzgl. %1
unabhanaigen Matrizen liefert.
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3. AQUIVALENZEN, SCHRANKEN

Dieses Karitel stellt vor allem die (technischen) Grundlagen zur
Verflgung fur das Problem k-tupel paarweise bzgl. -1 unsbhangiger,
selbstaddungierter nxn Matrizen zu bestimmen. Die Aquivalenzdefi-
nitionen ergeben sich véllig natlrlich. Eine geometrische Inter-
pretation liefert eine neue Formulierung. Daraus folgen dann sofort
Ungleichungen. Das Tensorprodukt ist ein wichtiges Konstruktions-
Prinzip. Reduziert auf die in Kap.1 angeflhrten Speziallfdlle erhal-
ten wir Jeweils bekannte Ansdtze und Formeln.

3.1 AQUIVALENZEN

3.1 DeFmvgmion:  Zu k paarweise bzal. %1 unabhédngigen, selbstadd.
nxn Matrizen A ,...,A sind A],...,A &aquivalent, falls sie durch
beliebige Hintereinanderausfihrung foloender Operationen daraus
hervorgehen:

i) Alle A s=i=k werden gleichzeitiog durch eine unitdre nxn Ma-
trix U transformiert: A; _ u-:hiu Pin a1l sio

ii) Die verschiedenen Eigenwerte der Al werden beliebig verédndert,
aber so, daB sie auch verschieden bleiben.

iii} Die Reihenfolage der A,...,A wird beliebig permutiert. Das
sind k! Méalichkeiten.

Eigenwerte spielen keine Rolle, sondern einzig die zugeordneten
Eigenraumprodektionen. Das ist Jeweils eine Zerlegung der Ein-
heitsmatrix in orthogonale Prodektionsmatrizen. Wir kénnten die
Definition gleich nur darauf beziehen. Die geschlossene Notation
durch selbstadjungierten Matrizen bzw. folgende Erweiterung davon
ist aber oft ndtzlich.

Eine komplexe nxn Matrix A heiBt normal, falls gilt: AA"= A®a.
Aquivalent dazu ist, daB es eine unitdre Matrix VU gibt, sodaB
U™ AU diagonal ist. (Hoffman/Kunze [291, § 8.5). Das ist wieder
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gleichbedeutend damit, daB es eine Zerlegung der Einheitsmatrix
in orthogonale Prodektionsmatrizen P, , 1Sisc gibt: an=6uPi

r r

und ¥ P,=1, sodaB A =} aP, wobei a<C die verschiedenen Ei-

i=1 i=41
genwerte von A sind.
Wir ktinnten folglich unsere Definition der Unabhéngigkeit bzal.
%1 auch auf normale, statt nur selbstadiungierte Matrizen bezie-
hen. In ii) lassen wir dann bel. Veranderung der komplexen Eigen-
werte, aber so daB sie verschieden bleiben, zu. Wir erhalten so
grtBere, aber nicht mehr Aguivalenzklassen. In Jeder solchen lie-
gen auch Losunogen mit selbstadd, Matrizen. Andere Vertreter sind

aber oft praktischer.

Letztendlich kann man die Definition auch Jjeweils auf alle Linear-
kombinationen: Y aP, ., g< C gleichzeitia beziehen. Das ist ein

L=4

r-dimensionaler Teilraum von kommutierenden Matrizen, die sich alle
als Funktion einer Matrix schreiben lassen. (siehe nédchster Abschn.)

Kommutieren die A paarweise, konnen sie mit i) alle gleichzeitig
diagonalisiert werden, wobei durch (unitédre) Permutationsmatrizen
eine beliebige Anordnung der Diagonalpunkte erreicht werden kann.

Ein Speziallfall der so erhaltenen, bzgl. der Gleichverteilung un-
abhdngigen klassischen Zufallsvariablen, wird durch Lateinische
Quadrate beschrieben (siehe Kap.l1 Abschnitt 1). Durch die Fest-
legung der Werte (Eintrédge) mit 0,1,....r-1 bleibt von ii) nur

noch die beliebige Permutation von Zeilen, Spalten bzw. Eintragen.
Das entspricht dem Konzept der Isotopy. iii) entspricht der Bildung
sogenannter kondugierter oder parastrorher Lateinischer Quadrate.
Man sericht zusammen von der Bildung sogenannter Hauptklassen,
(D&¢nes/Keedwell [20]1, $§1.3,82.2,84.1,84.2).

Beschrénken wir uns Jetzt einmal auf nur zwei bzal. il unabhangige
selbstaddungierte nxn Matrizen A und B mit Eigenraumprodektionen
P, 1Sisr bzw. @, 1Sj<s, A habe geordnete Diagonalgestalt. Eine
unitédre Matrix U, die B in 8 = U'BU ,mit ebenfalls geordneter
Diagonalgestalt transformiert, ist eine A und B zugeordnete VBH-
Matrix, mit k;“]j Submatrizen Uu (k,=tr(P) und M=trfﬂﬂ i
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Sei V eine unitére Matrix, die mit A kommutiert. W eine unitére
Matrix, die mit B kommutiert. Wir hdtten auch von VAV*= A und
VBV ' ausgehen kénnen und U'= VUW zuordnen:

v tvevhur = B
VUW ist die allgemeinste Form der A und B zugeordneten VBH-Matri-
zen. Y kommutiert mit A, d.h. mit allen P.. V hat folglich entlang
der Diagonale unitéren kxk Submatrizen vV, stehen (die mit P VP aus
V "herausgeschnitten" werden) und sonst iberall Nullen. Analog hat
W unitare h“h Submatrizen #jent1ang der Diagonale sonst Nullen.
Die unitdren V. bzw. W, sind beliebig. Sind U{, die kx1, Submatri-

zen von YU, so folat:
U = VU W 1<i<r, 15jSs

Diese Transformationen ersetzen Punkt i) der vorigen Definition,
Von ii) wurden die Eigenwerte erst gar nicht berlcksichtigt. Es
wurden aber die Eigenraumrodektionen P bzw. Q& mit Indizes verse-
hen, z.B. in aufsteigender Reihenfolge der Eigenwerte. Diese wer-
den dann durch ii) beliebig permutiert. Das wird zur beliebigen
Permutation der Indizes von Uu, d.h. der Blockspalten bzw. Block-
zeilen. iii1) ergibt die inverse Matrix.

32. DermvimoN:  Zu einer VBH-Matrix U mit Partition: k +...+k =n
und 1.+...+1_=n, d.h. kfﬂj Submatrizen U . sind U’ &quivalent, die
durch beliebige Hintereinanderausfihrung folgender Operationen
daraus hervorgehen:

i) Beliebige Zeilen/Spalten von U in Blocknotation werden mit bel.
unit&ren Matrizen von links/rechts multipliziert, d.h.:
U;j = \".l'hﬂ_‘_iI fur alle 1=5j=s

mit beliebigen unitdren kxk Matrizen V, fur bel. s=i=r und/oder

U = U w fur alle 1=i=r
L L% |

mit beliebigen unit&ren Tfﬂj Matrizen *jfﬂr beliebige 1=i=r,

ii) Die Spalten und/oder Zeilen der Matrix in Blocknotation wer-
den beliebig permutiert. Das sind ris! Méglichkeiten.

i11) Invertieren: u=ut
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Es ist leicht direkt nachzuprufen, daB i)+iii) wieder VBH-Matrizen
ergeben.i1) und 1ii) veréndern natirlich i. A. die Partitionen.

Fir VH-Matrizen wird i) einfach zur beliebigen Multiplikation von
Zeilen/Sealten mit komplexen Zahlen mit Betrag 1. Dies kann dazu
benlitzt werden die Eintrédge der ersten Zeile und der ersten Spalte
alle zu +/ zu machen.

Fuir Hadamard-Matrizen nennt Wallis 1) und ii) zusammen H-Aquivalenz.
(Wallis (461, §10). iii) ware hier die Transposition der Matrix.
Werden die Eintrdge der ersten Zeile und Spalte alle zu +1 gemacht,
nennt man die Hadamard-Matrix normalisiert.

Seien die Blocke der VBH-Matrix alle quadratisch. Wir kénnen dann
mithilfe der Polarzerlegung (Hoffman/Kunze (291, Char.9 Th.14) eine
allgemeine Definition einer normalisierten Gestalt geben:

Fur Jede komplexe (quadr.) Matrix M gibt es eine unitdre Matrix U
(i.A. nicht eindeutig) und eine eindeutige positiv semidefinite
Matrix N, sodaB UM = N, Analog gibt es U* und N° sodal MU® = N,

Wir konnen also i) benitzen die (gquadr.) Submatrizen der ersten
Block-zeile bzw, -spalte alle zu positiv semidefiniten Matrizen zu
machen. Da es weiters fur Jdede Matrix M unitare Matrizen V und

V gibt, sodaB UMY = D diagonal und pos. semidef. ist, kann dabei

U, sogar zu einer pos. semidef. Diagonalmatrix gemacht werden.

Flir VBH-Matrizen mit nichtquadr. Bltcken sind entsprechende (techn.)

Verallgemeinerungen der Normalform mbalich.

33. LEMMa: Jeder Aquivalenzklasse von bzgl. Ei unabhéngigen, selbst-
addungierten Matrizen A und B ist genau eine Aquivalenzklasse von
VBH-Matrizen (mit Partition k=tr(P) und 1=tr(Q)) zugeordnet.

Zum Bew,: Die Zuordnung von VU zu A und B erfolgt wie in Kae.1. Zur
Umkehrung wird von diagonalen Prod. P, und ﬁj, entsprechend den Par-
titionen ausgegangen und Q=UBU* gebildet. Die Eigenwerte konnen
beliebig (aber verschieden zu Jedem P, bzw. Q) gewahlt werden. Die
Vertréglichkeit der Aquivalenzklassenbildung ist entsprechend den
Bemerkungen vor Def.3.2. leicht nachzuprifen. =
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Kurz noch allg. zu k paarweise bzal. ﬁi unabhéngigen, selbstaddj. Ma-
trizen: A ,..,A . Ihnen ordneten wir k-1 VBH-Matrizen YV ,...,U,
mit Produkteigenschaft zu. Die Partition von Y _entspricht dabei

den Eigenraumdimensionen von A und A .Es werden also far alle U

Jjeweils gleich viele Zeilen zusammengefaBt, Spalten Jeweils anders.

32’ DeFmumioN: Aquivalenztransformationen der U ,...,U  verall-
gemeinern Def.3.2 dergestalt:

i) Beliebige unitdr Matrizen V., (mit Ordnung entsprechend der
Dimension des i-ten Eigenraums wvan A&’ wirken auf die i-te Block-
zeile aller Y, 151Sk-1 gleichzeitig von links.

Beliebige unitédre Matrizen H?’ (mit Ordnung entsprechend der Dimen-
sion des J-ten Eigenraums von A, ) wirken Jjeweils nur auf die J-te
Blockspalte von UL von rechts flr bel. 1=i<k-1,

ii} Die Blockzeilen der Matrizen werden alle gleichzeitig beliebig
permutiert (r ! Moglichkeiten). Blockspalten kdnnen fur Jjede Matrix
einzeln bel. permutiert werden. Zusammeniﬁ (r.) ! Moglichkeiten.

=4
i11) Die Reihenfolge der YV ,...,U __  wird bel. permutiert und/oder:
fur ein bel. festes 1=5iSk-1;

(u Y. ¥ % (ui", u:‘uj 4SSk , i)

R

(Vertauscht A; und Ai+ ). Das sind insgesammt k! Moglichkeiten.

i

Punkt i) kann Jetzt dazu benidtzt werden die Submatrizen der ersten
Blockzeilen aller Matrizen, aber nur noch die erste Blockspalte
einer einzigen Matrix (i.A. UL] positiv semidefinit zu machen.

Es ist leicht sich von der Richtigkeit folagender Verallgemeinerung
von Lemma 3.3. zu Uberzeugen:

33’ LemmA: Jeder Agquivalenzklasse von k paarweise bzgl, %1 unab-

hdngigen selbstadd. Matrizen ist eindeutig genau eine Agquivalenz-
klasse von k-1 VBH-Matrizen mit Produkteigenschaft zugeordnet.
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Die Problemstellung ist Jdetzt also: Bestimme flr dedes n und k und
k beliebige Zerlegungen von n, die Anzahl dieser Aquivalenzklassen
und Je einen Reprdsentanten aus Jeder.

Ein Teilproblem wird durch die Zusatzforderung definiert, daBl in
der Darstellung durch selbstaddjungierte Matrizen diese kommutieren

sollen.

Ein Beispiel:
Sei mit Hmk die Anzahl der Aguivalenzklassen bezeichnet flr nicht-
entartete AL, bzw. VYH-Matrizen UL. Die ersten Werte von Ank gibt

die nebenstehende Tabelle an: sk 2| 3]4al51686
Es gibt unendlich wviele in&daguivalente 2 1 1 @ : '
Losungen fur n=4 und k=2 oder 3. Wir 3 | 1 1 | @
haben sie in Kap.1 Abschnitt 4 bzw.5 4 o | w0 1 1 9 |

kennengelernt in Gestalt der Ux, mit
xe[0,m-2] und der U;,VYZ, mit ewy.=zr aus einer geeijgneten Teilmenge
von {U.Zﬂis.

Fir alle n, fur k=2 oder 3 und fur beliebige Partitionen ist die
Anzahl der Aguivalenzklassen immer griBer gleich 1:

Flir k=2 folgt dies aus der Existenz der Fouriermatrix Fum fir alle
neN, Sie ist eine VH-Matrix und damit eine VBH-Matrix mit belie-
biger Partition. Flr n, die keine Primzahl sind, konstruieren wir
in Kapitel 5 sogar unendlich viele indgquivalente VH-Matrizen.

In Kap. 4 geben wir fir alle neN zwei nxn VH-Matrizen mit Produkt-
eigenschaft an und damit einen Reprasentanten fUr k=3 und wieder
bel. Partition. Wir konstruieren dort fir viele n auch Lésungen
far aréBere k.

Vermutlich existieren aber bereits fir n=6 keine drei VH-Matrizen
mit Produkteigenschaften mehr : Aﬂ‘=ﬂ ??? (siehe Kapitel B).

Fir k » n+1 ist Ank Jeweils @, d.h. es gibt keine Ldsungen mehr.
Dies ist ein Spezialfall der Ungleichungen, die wir im nachsten
Abschnitt beweisen.
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3.2. EINE GEOMETRISCHE INTERPRETATION. SCHRANKEN

Mit M_ bezeichnen wir den n'—dimensionalen Vektorraum der komple-
xen nxn Matrizen. (Standard-) Inneres Produkt darauf ist:

C|D> = tr(c'D) = i i (' .d..)

i=4j=40 9

Zur Einheitsmatrix orthogonal (d.h. mit obigem Inneren Produkt; der
Kontext schlieBt Verwechslungen Jjeweils aus) sind genau Jjene Matri-
zen deren Spur gleich @ ist. Diese bilden einen (n°-1)-dimensinalen
Teilraum von M_, den wir mit M; bezeichnen. Die orthogonale Prodek-
tion einer beliebigen Matrix A auf H; ist:

A 4+ A-(trtarsn)l

Das gestattet eine geometrische Interpretation des Problems, vor-
erst fur orthog. Prodektionsmatrizen:

tr(PQ) = Ztr(P)tr(Q)
& tr‘[[P—(trll‘)r’n}i}.(Q‘-{lriﬂb’nllj] =B

Also sind P und Q unabh#ngig bzal. -1 genau dann, wenn sie orthogo-
nal auf M® prodiziert zueinander orthogonal sind.

r

Sei Jetzt A = Y aP eine selbstadd, Matrix, mit verschiedenen
Lo=g
Eigenwerten: a, , 1=isr, Die assoz. Eigenraumprodektionen P ,1=i=r

sind paarweise orthogonal:
tr(PiP) = @ fir ix

Also spannen sie einen r-dimensionalen Teilraum von Mh auf. Wir be-
zeichnen diesen mit F(A), da: .
f(A) =F f(a)P,

it=4

fur komplexwertige Funktionen f gerade die Linearkombinationen der
P sind. Er kann auch als der Vektorraum der von A erzeugte (Matri-
zen-) Algebra interpretiert werden.

In F(A) liegt immer die Einheitsmatrix: 1 =FP,

Also ist: F(A) " :=F(A) n M

nur noch ein (r-1)-dimensionaler Teilraum von Mn. Dieser wird von
beliebigen r-1 der r Matrizen: P{-h:mgfn}i, i=iZr gufoespannt.

- 37 -




34. Lermac Zwei komplexe, selbstadd. nxn Matrizen A und B sind
unabhéngig bzel. 1 genau dann, wenn die Teilrdume F(A)® und F (8)°
zZzueinander orthogonal in Mn sind.

Bew.: A und B sind unabhéngig bzgl. 21 genau dann, wenn es ihre
Spektralprodektionen P, und Q Jeweils sind. Also genau dann, wenn
diese orthogonal prodiziert auf M: zueinander Jdeweils orthogonal
sind, Dies entspricht genau der Orthogonalit&t der von ihnen dort
auf gespannten Teilrdume F(A)° und F(B) . "

Als wichtige Konsequenz folgen Ungleichungen:

35. SATZ: A.....,A seien k paarweise bzgl. >1 unabh&ngige, selbst-
adjungierte Matrizen. AL.Iiiﬂk habe Jeweils genau r verschiedene
Eigenwerte.

il Die Spektralerodektionen aller A , 1SiZk zusammen spannen einen
k

(1 -k + Er,) - dimensionalen Teilraum von M_ auf,
i=4
X 2
i1) also muB gelten: (F =k =X r) Sin (3.1)

i=4d
iii) Kommutieren die A pPaarweise, so muB mehr noch gelten:

k
(1 - k +z|“i} =n
i=41

Bew.: zu i): Die k Jeweils (r,~1)-dimensionalen Teilréume F(A)"

von Mn sind paarweise zueinander orthogonal. Sie spannen zusammen
k

also einen ¥ (r.-1) - dimensionalen Teilraum auf. Dazu kommt noch

L=4

die orthogonale Einheitsmatrix.
zu 1) und 1ii): Der Vektorraum M_ ist n’~dimensional. Kommutie -
fende Matrizen spannen maximal einen n-dimensionalen Teilraum auf.m=

Vollisténdige Losungen sind k paarweise bzgl. il unabhangige, selbst-
adjungierte Matrizen, fir die ii) zur Gleichung wird. Kommutieren
diese Matrizen und wird iii) zur Gleichung, so sprechen wir von
vollsténdigen klassischen Lésungen.
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Die Ungleichung iii) fir kommutierende Matrizen, ist die bereits
in der Einleitung angegebene Unglchg. (1.3} fur bzgl. der Gleich-
verteilung unabhdngige klassische Zufallsvariablen Uber einer n-
elementigen Menge. Als bekannte Spezialfadlle flhrten wir die ent-
sprechenden Schranken fir paarw. orthog. Lat. Quadrate und fur
Orthogonale Anordnungen der Stéarke zwei an.

Ein beruhmtes Resultat, das bereits von Euler vermutet wurde, sagt,
daB es keine zwei zueinander orthog. Lat. 6x6 Quadrate gibt. Eine
parallele Vermutung fdr nichtkommutierende Matrizen ist A, =9.

Wir schlieBen, daB es keine hinreichende Bedingung fir die Existenz
von Lésungen ist, falls eine der Ungleichungen erfullt ist.

Betrachten wir wieder den Fall (nichtkommutierender), nichtentar-
teter Ai, i=i=k, [Das heiBt AL habe Jeweils genau il verschiedene
Eigenwerte. Es folot:

k = n+ o Ank=ﬂ far k > n+l

Diese Schranke haben wir fir kleine n bereits aus der Tabelle am
Ende des vorigen Abschnitts herausgelesen. Im n&chsten Kapitel
zeigen wir A =1 fur Primzahlpotenzen n=p". Dies ist ein Spe-
zialfall von folgendem:

Ang. n=ql fur eine bel. Primzahlpotenz g und telN, Die Matrizen
sollen Jeweils q verschiedene Eigenwerte haben. Dann folat aus
Glchg, (3.,1):
2l-1 2l-2
+q o, L

k < (g=1)/(a=1) = q . +g+] (3.2)

Wir konstruieren im n&chsten Kapitel vollstdndige solche Lésungen.

Stellen wir zus8tzlich die Forderung, daB die Matrizen paarweise
kommutieren folat aus (1.3):

k £ (a'-1)/(a-1)
Solche vollstandige Lb&sungen sind in Form von Orthogonalen Anord-
nungen bekannt (z.B. Raghavarao [36]1 §2.3). Fur =2 entsprechen sie
den bekannten, vollstédndigen Mengen paarweise orthog. Lateinischer
gxq Quadrate. (Denes(Keedwell [20]1 §5.2). Auch diese Ergebnisse
folgen aus der Konstruktion in Kap.&4.
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3.3. TENSORPRODUKT

A sei eine mxn Matrix, B sei eine pxg Matrix. Das Tensorprodukt
(oder direkte-, oder Kronecker-Produkt) von A und B ist eine
mpxng Matrix definiert durch:

Eiiﬂ aizB ke ainB
{8 - az:.B azzB AL aan
L am.{B Eﬁ'ﬂB arﬂhB A

Von den bekannten Rechenregeln sei besonders erinnert daran, daB
fur gquadratische Matrizen A und B gilt:

tr(AeB) = tr(A)tr(B)
Das Tensorprodukt eines Vektors x={x£,...,xn}T e €" und des Vektors
Y=y ..., )" € € ist x@y=(xy",...,x ¥y )" € €, Es gilt mit rxn
bzw. mem Matrizen A und B: (A®B) (x®y)=AxeBy,

Wir werden das Tensorprodukt in den nachsten zwei Kapiteln intensiv
verwenden. Ein grundlegender Zusammenhang mit Unabhédngigkeit bzal.
%1 wurde bereits in der Einleitung skizziert:

36. Satz Kommutierende, selbstadjungierte nxn Matrizen A und B
sind unabh&ngig bzel. *1 genau dann, wenn n=p.q fir p,aeN und es
selbstadd, pxp bzw. axg Matrizen A und B gibt, sodaB A und B zu
den nxn Matrizen Ae1_ und 1_eB (unitdr) &auivalent sind.

Bew.: DaB inu und 1 aﬁ (Index bei den Einheitsmatrizen bedeutet
die Ordnung) fur bel selbstadd, pxp bzw. gxq Matrizen A und B
unabhéngie bzal. X1 sind, folet z.B. als Spezialfall aus dem
nédchsten Lemma 3.7 (siehe auch Beispiel 2.12)

Kommutieren umgekehrt A und B, dann lassen sie sich mit einer
unitdren nxn Matrix U durch A-A’=U"'AU und B+B’=U"'BU gleichzei-
tio diagonalisieren.

Ihre Unabhé&ngigkeit b291.§1 entspericht dann der von den Diagonal-
eintrégen, als klass. Zufallsvariablenlber einer n-elementigen Men-

- 40 -




ge @ interpretiert, bzagl. der Gleichverteilung. In der Einleitung
(Abschnitt 1.1) bewiesen wir, daB diese durch Umordnen der Punkte
immer auf die Gestalt £ale) =9, () und fa{mﬁi = g, (i) gebracht
werden kdnnen. (Glchg.(1.2), Indizes a und » bedeuten A bzw, B zu-
geordnet) .

Mit unitéren Permutationsmatrizen P kann durch A’-A’‘=P*A’P yund
B’ 4B’ *=P'B'P eine beliebige Anordnung der Diagonalpunkte erreicht

werden. Ordnen wir sie als (@,,..,0 0, . 000, 00,8 00,8 )
der Reihe nach an. Dann ist A’’=Ae1_ mit der diagonalen pxp Matrix
A = diag(g,w,...,9,®) und B'*=1 sb mit der diagonalen axa Matrix
B = diag(gw,...,q @. -

L i i .
37. LEMMaA: A und B seien bzgl.-1 unabhéngige nxn Matrizen, C und D
i . : ¥ i 3
seien bzal .;1 unabhadngige mxm Matrizen. Dann sind die mnxmn Matrizen
AeC und BeD unabhéngig bzgl.—-.

Bew.: Seien die Seektralzerlegungen:
r =1 P q
A =,E ELPL 5 B =IE bJﬂJ - e = zCkH]c - und D = Ed'LHL
i=4 i=1 k=1 L=1
mit Jeweils verschieden Eigenwerten a,, pr C,. d, und Jjeweils as-
soziierten Prodektionen auf die Eigenridume PL,I%, M und N . Es
folgt:

r P . |
AsC = ¥, Eaick (P.eM ) , BeD = ¥ | b.d, (QeN, )
L=dk =41 j=al=1 J 1

Nehmen wir vorerst an die Eigenwerte 8,C,, 15i%r, 1=k=p Pzw, ?FL'
15j=s, 151=q von A®C bzw. BeD sind Jeweils verschieden. Ihre assoz.
Prodektionen Fﬁ“& bzw. ngﬁ erfdllen fur alle ikl

tr((PeM) @@N)) = tr((PQ)eMN)] = tr(PQ)tr(MN) =
unter Verwendung der Unabhdngigkeit von A und B bzw. € und D folgt
4 i i
= REr(POEr @) CEr (M) tr (M) = ——tr (P oM ) tr (QeN))

Sind die Eigenwerte a.c, bzw. bfﬂ nicht Jeweils alle verschieden,
so sind die Prod. auf die Eigenrdume von AeC bzw. CeD zu verschie-
denen Eigenwerte Jeweils Summen der PeM bzw. Qjﬂﬂk. Mithilfe

von Prop. 2.4 folat auch dann die Unabh&ngigkeit von AeC und BeD
bzgl.;il. o
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In Kap. 5 verallgemeinern wir Lemma 3.7 und Ubertragen es in die
Sprache der zugeordneten VBH-Matrizen. Das ergibt ein nutzliches
Konstruktionserinzip fir solche Matrizen. Im ndchsten Kapitel
findet eine einfache Folgerung Anwendung:

3.8. KoroLLAR: Angenommen A ,...,A sind k paarweise bzgl.;ﬁl unab-
hangige nxn Matrizen und B ,...,B, sind k paarweise bzGT.il unab-
hangige mxm Matrizen. Dann sind A ®B ,...,A ®B k paarweise bzgl.
—1 unabhangige mnxmn Matrizen.

Kommutieren die A , s1=i=k und die Bj, 1=k Jjeweils paarweise,

dann tun dies auch die A®B , ssisk,

Angenommen A hat r, verschiedene Eigenwerte und B, hat 1, ver-
schiedene Eigenwerte. Bei geeigneter Wahl dieser Eigenwerte (die
Ja aufgrund der Agquivalenzklassenbildung beliebig verandert wer-
den kbnnen), sodaB ihr Produkte deweils verschieden sind, hat

A ®B genau r, 1. verschiedene Eisenwerte. Die Eigenraumdimensionen
sind dann Jjeweils genau die Produkte der von A und B..

Es ist leicht zu sehen, daB dies, speziell auf das Problem orthogo-

naler Lateinischer Quadrate angewandt, der Idee des Satzes von Mac
Neish entsericht (siehe Dénes/Keedwell (201, p.390).
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4. VOLLSTANDIGE SYSTEME

Im ersten Abschnitt werden die Weylmatrizen, deren Tensorprodukte,
sowie einige Fakten aus der Theorie endlicher Kbrper vorgestellt.
Sie bilden die Hilfsmittel flr den zweiten Abschnitt, in dem wir fir
beliebige Primzahlpotenzen a=p" und beliebige 1eN die Existenz von
(@®*-1)/(a-1) selbstadd. Matrizen der Ordnung n=a" mit Jeweils q
verschiedenen Eigenwerten zeigen, die paarweise bzgl. Ei unabhéngig
sind. Diese vollstédndigen L&sungen enthalten bekannte vollstandige,
klassische Ldésungen als Teilmengen. Im dritten Abschnitt wird flur
ungerade q speziell eine Formel fiur a VH-Matrizen der Ordnung g

mit Produkteigenschaft abgeleitet.

41 WEYLMATRIZEN. ENDLICHE KORPER

sei A = EL”hm. Zwei unitdre nxn Matrizen sind:
(0 1 0 i BRSPS « B 100 0]
o010 ... O 0Ax 0, 0
oogpo1 ... O 00A 0
Y = U =
080 848 e | o
L 18 8H e 8 | 000 e B
Es folagt leicht: v = Uu" =1
VU = AUV
und durch Iteration: ViUt = AUtV flir alle r=ez
Es sefen: w(r,s) := VU* (4.1)

Fiir 0<r,s<n-1 sind das n° verschiedene sogenannte Weylmatrizen. Bel.
r,s € £ eingesetzt liefern modulo n dieselben Matrizen. Als Eintrage
r,s koénnen also auch die Elemente von Z =Z/nZ2 (reprdsentiert z.B.
durch 0,1,...,n=1) genommen werden. Damit folat:

=r'e

Wir,s)W(ir',s") =X W(ir+r' ,s+5") (4.2)

fur beliebige r.r’,s.,s5's En.
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Die Zuordnung (r,s) = Enmzn + W(r,s) liefert die eindeutige irredu-
zible und treue Strahldarstellung der abelschen Zn-elementigen, ad-
ditiven Gruppe Enxzh (Wey1 [48]1, Kap.4, §15).

Die n° Matrizen A% W(r,s), mit ar= = Z_ bilden eine gewdhnliche,
irreduzible und treue Darstellung der (nichtabelschen) sogenannten
Heisenberagruppe (siehe Auslander/Tolimieri [041, p.20).

Seien r,s € Z_. Es ist leicht zu sehen, daB:

n flr r=s=0
tr(Wir,s)) = (4.3)
@ sonst
sowie: wiir,s) = W (r,s) = A" W(-r,-s)

woraus insgesamt folgt:

e for re=r-,6g=s5°
W(r,s) |W(r*,s)> := tr(W (r,s)W(r",s")) = (4.4)
B sonst

Die n° Matrizen W(r,s) sind also bzgl. des Standard-Inneren Pro-
duktes (siehe Kap.3, Abschn.2) auf M_ paarweise orthogonal. Die Ma-
trizen ?&ﬂftr,sl, r,s = 2“ bilden eine orthonormierte Basis von Mn.
{(siehe auch Schwinger [381).

Das Gegenstick der nxn Matrizen Wir,s) flr n=e sind die Operatoren
von Glchg. (2.11), die eine irreduzible Strahldarstellung der zwei-
parametrige, abelschen, additiven Lie-Gruppe RxR bilden. (Siehe auch
Weyl [481, Kap.4, §15) In Kapitel 2, Abschn.3 zeigten wir, daf die
Menge der kontinuierlichen Weyloperatoren (2.11) in unendlich viele
einparametrige Untergruppen VU (t) zerlest werden kann, (die nur die
Einheitsmatrix paarweise gemeinsam haben), mit Jeweils einem selbst-
adjungierten Generator A_ . Prop. 2.14 zeigt deren paarweise Unabhan -
jigkeit bzgl. 1,

Es 1ieot nahe auch fir den diskreten Fall zu versuchen die Wi(r,s),
r,s € 2 in Untergruepen, zumindest aber Teilmengen kommutierender
Matrizen volisténdig zu zerleogen, sodaB sich diese Jeweils nur in

der Einheitsmatrix paarweise Uberschneiden. Aus Glchg. (4.2) folgt,
daB W(r,s) und W(r’,s') kommutieren, genau dann, wenn in £ , d.h.
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modulo n gerechnet, gilt:
rs’ = sr’ (4.5)

Sei z.B. n=p...Primzahl. Wir identifizieren (r,s), r,s e Z mit
Elementen von Z2 dem zweidimensionalen Vektorraum Ober dem Korper
Zp. (4,.5) ist genau die Bedingung, daB (r,s) und (r’',s") in einem
gemeinsamen, eindimensionalen Teilraum von Zz liegen. Es gibt p+1
eindim. Teilrdume von Z mit Jeweils P Punkten darin, die sich nur
im Nullpunkt (0,0) uberschneiden Das ist also eine passende Zer-
legung fir n=p.

Fir nichtprime n sind nur unvollistandige solche, bis auf den Null-
punkt disdunkte Zerlegungen méglich, auf die wir in Abschnitt 4

ZUu sprechen kommen.

41 BeisPiEL: FUr n=2 ist all dies einfach:

w(0,0) =1 wu,m&{? é] W{EI,1}=U=[E] _’ﬂ w‘l.n=vu=[? ‘{‘]]
Die Zerlegung in die drei Teilmengen ist: (1,w(1,00), (2,w(0,1)),
(A.w(1,1)). Es ist auch leicht direkt nachzupriifen, daB bereits
o =w(1,0), ay=1“lﬁl.1} und a==\n'[ﬂ_.'|} drei paarweise bzgl. ;—1 unab-
h&ngige, selbstadd., nichtentartete Matrizen sind (mit Jeweils den
zwei Eigenwerten %1). Diese Matrizen heiBen Pauli-Spinmatrizen.
(Thirring [43]1,Bd.3, p.31). Zwei zugeordnete VH-Matrizen sind:

I I 0 I
Vs = 1"5'[1 -1] und U = -E'[i —1']
u;‘axuﬂ = ., u:‘ayui = o_. Dies ist die eindeutige (Kap.3-Aquiv.)
und einzige vollstédndige Losung fir n=2. ]

FUr p>2 liegt es nahe fiUr Jede der p+1 Mengen eine selbstadd. Ma-
trix zu suchen, die eine Linearkombination der p Matrizen der Menge
ist. (Der Ubergang zu infinitesimalen Erzeugenden, wie im Unendlich-
dimensionalen, ist Ja nicht méglich).

Wir fihren die Konstruktion aber gleich allgemeiner durch, indem

wir bemerken, daB der oben beschriebene Ansatz daran ankniupfte, daB
ZP ein Kérper ist. Es bietet sich also an, zu versuchen ihn unter
Verwendung der Theorie beliebiger endlicher Kérper auf bel. Prim-
zahlpotenzen: pk, kelN auszudehnen. Dafur mussen Tensorprodukte von
Wey1matrizen herangezogen werden.

=




rund s seien zwei k-tupel von Elementen r, bzw. si& Z , asisk;

=Py eeraly) S=(S . 00008)

Fir alle 1=i=k seien WtPl,si} Jeweils pxp Weylimatrizen. p ist im
folgenden immer eine Primzahl. Durch:

Z(r,s) := W(r,,s,) ® .., @ W(r,,s,) (4.6)
werden ﬂz '.'I‘I=Dk]' verschieden nxn Matrizen definiert.
Aus (4.2) folgt:

Z(r,s)Z(r’ ,s') = e s> Z(r+r’ ,s+s5") (4.7)

Dabei ist das innere Produkt:
<83 = 7,8 4+, 8,
und die Addition punktweise:
r+s = (P.+8.,...,P +8,)

Es wird immer in ZP gerechnet, d.h. modulo p.

Es folgt sofort, daB Z(r,s) und Z(r’ ,s’) kommutieren, genau dann
wenn 1in Zp gilt:

0w i (4.8)
(4.3) wird zu:
n fdr r.=s=9, flir alle 15i<k
tr(2(r,s)) = (4.9)
@ sonst

(4.4) wird zu:
{Z(r,s) |Z(r* ,s')> =

* n fir r=r{, s;=s{, fir alle asisk
= tr(2 (r,s)Z(r',s")) = (4.10)
& sonst

Die n° verschiedenen nxn Matrizen Z(r,s) sind also auch orthogonal.
Sie bilden eine Strahldarstellung der elementaren abelschen Gruppe
EA(P™) der Ordnung . Elementare abelsche Gruppen sind isomorph
zu endlichen Korpern F, als additive Gruppen interpretiert. Die ge-
naue Beschreibung der Zuordnung benttigt Vorbereitung.

Wir erinnern an einige Elemente der Theorie endlicher Kidrper. Als
Standardreferenz hierflr sei nachdricklich auf Lidl/Niederreiter
[31] hingewiesen. Folgendes findet sich in Kap.2,§3.

o N o




F sei der endliche Kérper der Ordnung Q", mit dem Subkérper K der
Ordnung g=p-, F kann als m-dimensionaler Vektorraum lber K inter-
pretiert werden. Eine Basis von F (Uber K heiBen m geordnete Ele-
mente a=(a ,...,« ) von F, falls Jjedes Element r<F eindeutig in
folgender Form dargestellt werden kann:

F=p & +...40 A mit rek, fdr alle 1Sism

Sei mit r, = tr‘.....rm} das m-tupel der Koeffizienten wvon reF bzgl.

der Basis o bezeichnet.

Die Spur Tr_ . (a) eine Elementes asF uber K ist definiert durch:

m=-4

q q

Trr‘xn‘ (a) = a+a'+,, , +a

Ist K der Primsubk&éreer von F, dann wird Tr_ . (2) als absolute Seur
von a bezeichnet und einfach als Tr(a) angeschrieben.

Die Spur ist eine lineare Abbildung von F in K:
Trrfﬁta+h} = Trr/x(a}+TrP/H(h} fur alle a,beF
Trrfxtca} = cTr, (@) fir alle cekK, aeF

Sie ist transitiv, d.h. sei F Subkdérper des endlichen Kérpers E,

so gilt:

Tro (@) =Tr_  (Tr_ .(2)) fur alle a<E (%.11)

Zwei Basen a=(a ,...,a ) und #=(3,...,B,_) von F Uber K heiBen dual,
falls flr alle s=ijsm gilt:
1 flr i=j
Tr_ . (ap) =
e o flr i

Zu Jjeder beliebigen Basis existiert eine eindeutioge duale Basis.

Sei F' der n-dimensionale Vektorraum Uber dem endl. Kérper F der
Ordnung q. Einfaches Abz&hlen zeigt, daB es

=i n—-2

tnl. i= 3 =1 o g™4q™ 2, . 4a4 (4.12)

verschiedene eindimensionale Teilrdume von F~ gibt, mit Jeweils a
Punkten darin. Abgesehen vom Nullpunkt, wo sich alle Teilrdume
(lberschneiden bilden sie eine disdjunkte Zerlegung von F". Speziell
gibt es g+1 eindim. Teilr&ume von F°,
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42 LeMMA: (e ,...,a ) und (B,..,B ) seien duale Basen von F Uber K,

i) Sei r=p e +...+0 o und 5=sJﬂ+...+smﬁm mit r ,s.eK, dann folat:

TP (T8) = PS5 +,.,#n 8 =i <r_|s. > (4.13)

ii) Seien (r,s) und (r’,s") aus demselben eindimensionalen Teilraum

2 i
von F, so g@ilt in K: s .
{rd|sﬁ> = <ra[sﬁ>

™2

m
rs,Tr, L (af) = Ers

™
Bew.: i) Tr i (rs) = .E. _
i=d4j=4 L=1

F

ii) Liegen (r,s) und (r*,s') im selben eindim. Teilraum von Fz, 50

ist in F: re’-r's = @
also: TPy . (rs’-r's) = @ e TPF/K{PS'} = TFF/x{r'EI
und das entspricht mit i) genau der Folgerung. =

Zuletzt bendtigen wir noch additive Charaktere (siehe Lidl/Nieder-
reiter [31] Kap.5,81). Ein additiver Charakter x des endl. Kbérpers
Fq der Ordnung a=p" ist eine Abbildung von Fq in die komplexen Zah-
len mit Absolutbetrag 1, sodaP gilt:

x(a+b) = ¥(a)x(b) flr alle a,hﬁFq

Das sind eindimensionale Darstellungen von F_ als additive Gruppe.

Ein kanonischer additiver Charakter 1&8Bt sich mithilfe der absolu-

ten Spur: Tr von Fq uber seinem Primkorper F, definieren, indem wir
Fp mit Ep identifizieren:

x, (a) 1= g*MTHEP for alle aeF_ (4.14)
Fir Jedes bel. cqu ergibt sich ein weiterer Charakter durch:
xe(a} 1= x;(ca} fur alle aqu

Diese g verschiedenen Charaktere x_. cqu sind alle die es gibt,
inklusive dem trivialen Charakter xh[a}=1 fir alle aeF:Fq. Flr
nichttriviale Charaktere gilt:

L x (a) =@ fir =0

acF

Daraus folgt die bekannte (erste) Orthogonalitatsrelation:

_,[I_B_




1 flr e=d

L x_(a)x,(a) = { (4,15)
aeF @ Flr e=®d

Q)=

Der Strich bedeutet komplexe Kondugation.

4.2. VOLLSTANDIGE LOSUNGEN

m=(ﬂl,...,um1 und ﬂ={ﬁ;....,ﬁm} seien duale Basen des endlichen
Kérpers F_ der Ordnung q=p" Uber dem Primsubkorper F_. Sei F_ mit
ZP identifiziert. Dann ist durch

roe» r“=(r1,...,rml und I sﬁ=(si.....sm)

jeweils eine ein-eindeutige Zuordnung von Elementen r bzw. s aus Fq
zu m-tupeln von Elementen aus Ep gegeben. Und damit ist durch

(r,s) « Z{rﬂ,s

ﬂ} fur bel. r.sﬁFq (4.16)
eine ein-eindeutige Zuordnung der Elemente Er,sleF: Zu den qz ver-
schiedenen gx=q Matrizen Z(r,s) (siehe Glchg. (4.6)) gegeben.

43 LEMMA: Sind (r,s) und (r*,s’') aus demselben eindimensionalen
Teilraum von F:, dann kommutieren Z(ra,sﬁ} und er;,sh}.

Bew.: Nach Lemma 4.2.1i1» folagt aus der Vorraussetzung, daB in Ep
<ra|sh> = <r;l|=ﬁ>

und das ist nach Glchg. (4.8) &quivalent zur Folgerung. =

Sei L ein bel. eindimensionaler Teilraum von F: und mit €(L) die
Menge der den q Punkten (r,s)el zugeordneten g Matrizen Z{ra,sﬁi
bezeichnet. Mit Z(L) sei die Menge der komplexen Linearkombinati-
onen der Matrizen aus Z(L) bezeichnet. Z(L) ist ein linearer
Teilraum von Hq, dem Vektoraum der komplexen axgq Matrizen.

A4 LemMMa: In jedem Z(L) liegt eine nichtentartete, selbstadd.
Matrix A und Z(L) = F(A )=(f(A ): f:R+C)}, A st bis auf die
Wah1l der Eigenwerte eindeutig festgelegt.
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Bew.: Seien die a paarweise kommutierenden, normalen Matrizen in

Z (L) gleichzeitig diagonalisiert. Nach Glchg. (4.10) sind sie paar-
weise orthogonal. Sie bilden also eine Basis flUr den ag-dimensiona-
len Vektorraum der Diagonalmatrizen. Als Linearkombination enthal-
ten sie also insbesondere eine Diagonalmatrix mit a verschiedenen,
reellen Diagonaleintrdgen, d.h., rdcktransformiert eine nichtentar-
tete und selbstadd. Matrix A . E(L}=F{AL} folet durch Dimensions-
vergleich. =

45. SATZ: g=p" sei eine Primzahlpotenz. Die g+1 verschiedenen gxq
Matrizen A_ bilden eine vollstdndice Menge paarweise bzg1.§1 unab-
hangiger, selbstaddungierter, nichtentarteter Matrizen.

Bew.: Der a-1 dimensionale Teilraum FIAL}° von Mq, aller Matrizen
mit Spur @ aus F(A )=Z(L), wird nach Glchg.(4.9) durch die a-1
Matrizen in Z(L)/{1} aufgespannt. FUr L#L’' sind diese Mengen dis-
Junkt und also nach Glchg. (4.10) die Matrizen darin paarweise or-
thogonal auf M_. Also sind F(A)® und F(A_,)" fir L#L’orthogonal.
Nach Lemma 3.4 sind folglich A_ und A, unabh&ngig bzel.:1. %

Dies ist das angekindigte Resultat A =1 fur n=p"; siehe auch

el

Tabelle; Seite 36. Zum letzten Eintrag dort zeigen wir ein Bsp.:

46. BEisPIEL: Sei g=4. ¢ sei eine Wurzel des irreduziblen Poly-
noms x +x+1 vom Grad 2 (ber F,. Jedes Element r aus F_ ist eindeu-
tig darstellbar als r=r +r e mit r,r_<F,. (Rechnen in dieser Dar-
stellung ist definiert durch punktweise Addition und Reduktion der
Potenzen von ¢ entsprechen e =c+1 bei Multiplikation.) Zur Basis
a=1 und a,=c dual ist die Basis B,=1+c und £,=1. Sei s=s _(1+c)+5,
mit s,,s,eF,. Den fUnf eindim. Teilrdumen von F,: S={(o0,s): seF )
und T ={(r,ar): reF )}, aeF_ sind Jje vier Z(r_,s,)=W(r ,s )®W(r,,s,)
Zugeordnet:

Z(sS) ={1, 1ew(0,1), W(D,1)e1, W(0,1)ew(0,1)}

Z(TOJ ={1,1ewW(1,0), W(1,0)e1, W(1,0)ewW(1,0)}

Z(T) = {1, W(D,New(1,1), W(1,00ew(0,1), W(1,1)ew(1,0))

Z(T.) ={1, W(0,1)ew(1,0), W(1,1)eW(0,1), W(1,008W(1,1)}

Z(T, ) ={1,1eW(1,1), W(l,1)el, W(1,1)eW(1,1)}
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Die 2x2 Matrizen W(r,s) von Beispiel 5.1 eingesetzt ergibt explizit:
1 1 1
-1 =] 1 }
1 1 1
z”m}:{""1 1lr 1 e a }
1 1 1
=1
Z(T,) = {i, L P PO T }
=1 -1 1
1 -1 =1
L {1' Y PR e | o }

! -1 !
: -1 -
Bl {" = J L | = }

Die Matrizen Jeder dieser Mengen kommutieren paarweise. Als Linear-
kombination der Matrizen aus Z(S) erhalten wir z.B. Jjede bel. Dia-
gonalmatrix und als A fUr L=S wird eine nichtenartete solche ge-
wahlt. Ebenso kann leicht zu Jedem L=T,, asF_ eine nichtentartete,
selbstadjungierte Matrix A €Z(L) gebildet werden,

Wir bilden fur alle a€F, unitére Matrizen U, . die Jeweils alle Ma-
trizen aus Z(T,) gleichzeitig diagonalisieren:

Z(5)

]
f_h\
-
[
—
-
b
I
-
I
|

W A T I F @ 1
1 -1 1 -1 i=-1i 1 -1
1 1 =1 =1 1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 1] i -1 -1 1]

T I I I '3 % 3 1]
-1 1 -1 1 i -1 4 =i
i o4 -1 =i 1+C i 4 =1 =1
BRI N -1 1 1 =1

M|

[
1]
M-
=
]
M=

Fir A €Z(T_) ,aeF, gilt dann, daB u'A U_ eine Diagonalmatrix ist.

= Loa
Das heiBt die Uh, HEF‘ sind vier zugeordnete VH-Matrizen. Ihre
Produkteigenschaft 148t sich auch leicht explizit nachprifen. L]
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Die Konstruktion,die zu Satz 4.5 flhrte, erlaubt eine geradlinige
Verallgemeinerung: Sei:

r=0®, . ..r" und s =", ....sY
mit r‘i’,sme Fq, fur alle 1<, (v,5) = () ..,r“fsﬂ:..,sml sei
als Elemente von F§L interpretiert. Durch:
(F,5) « ZF,5 = 2r s e, 0z " s (4.17)

erhalten wir eine ein-eindeutige Zuordnung der qﬂ'Elemente van F:l
zu den qxq Matrizen Z(F,S). Diese sind m.-fache Tensorprodukte

von pxp Weylimatrizen (Gichg. (4.6)).

47. LEMMa: Sind (r,s) und (a,v) aus demselben eindimensionalen
Teilraum von F:} dann kommutieren Z(r,s) und Z(w,v),

Bew.: Sind (¢ §1=cr“i..,r“is“i..,s‘“1, @)=, oy V)
aus demselben eindim. Teilraum von F , dann sind (=*)s“’) und
(u®’v*") Jeweils aus demselben E1nd1men51cna1en Teilraum von F
fir alle 2=i=t, Also kommutieren nach Lemma 4.3 die axq Hatr1zen
zr " ;;’} und Z(ul”,v ‘,‘.,.“} fir alle 4+<i<t und damit auch ihre

JEHE]]1QEH Tensorprodukte. =

Sei nun L ein beliebiger der [ZL] —[q ~1}f(qv1} verschiedenen ein-
dim. Teilrdume von F2 Z(L) snwie Z(L) seien wie oben definiert.

48 LemMma: In Jedem Z(L) liegt eine selbstadd. qlﬂql Matrix A mit
q verschiedenen Eigenwerten und Jeweiligen Eigenraumdimensionen <=|L“l
Es gilt E{L}=F{ALJ. A ist bis auf die Wahl der Eigenwerte eindeutig

bestimmt.

) Ly (1) 1b

Bew.: Sei (r,=)=(r,,.,r ,s ,..,s )eL, und sei (r,=)=(8,8), Dann
fst L(t):=(tr,t&)=(tr®)  trPes™) |t ‘“} € L fir alle teF_ und
L={L(t) tqu}. Durch:

t » Z(L(Y)) fir alle teF_

ist eine Strahldarstellung von Fq als additive Gruppe gegeben. Die
paarweise kommutierenden, normalen Matrizen Z(L(t))=Z(L) kdnnen
gleichzeitig diagonalisiert werden. Die Strahldarstellung zerfdallt
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dann in lauter eindimensionale. Sei t + =(t) mit e(t)eC, |e(t)]|=]
fur alle tEFq, eine dieser Darstellungen. Dann ist

t o+ 2 Y(L)Z(L(L)) fir alle teF

eine gewdhnliche Darstellung von Fq als additive Gruppe. Die ein-
dimensionalen solchen Darstellungen sind genau t » x(t), mit einem

bel. additiven Charakter x. Sei mit FeF 1
PP =2 YT x met)ZLr)) e ZL)
- 9 teF ©
Mit (4.15) ist P” die orthog. Projektionsmatrix auf den Teilraum
wo x_ auftritt. Dessen Dimension ist mit £(0)=x(0)=1 und (4.9):

tr(PX) = tr(2©@,0))/q = o

{LY
=

Die a9 Prodektionsmatrizen P;”, aEFq bilden eine Zerlegung der Ein-
heitsmatrix und spannen den a-dim. Raum Z(L) auf. Sei nun:

A =T aP™ mit aeR fur alle eeF_ und a=a_, fir e’
q L= [ =
c=F
A€ Z(L) und Z(L) = F(A)) = Menge der komplexen Linearkombinationen
{ L)
aer B ", =6 -

49. SaTz: a=p" sei eine Primzahlpotenz und n=a". Die rxn Matrizen
A €Z(L) bilden eine vollstandige Menge von [211_ = (a*-1)/(q-1)
selbstadd., paarweise bzgl.x1 unabhingigen Matrizen, mit Jeweils

q verschiedenen Eigenwerten und Jeweiligen Eigenraumdimensionen g

Bew.: V611ig analog zum Beweis von Satz 4.5. Die Vollstdndigkeit der
Lésung zeigt Glchg. (3.2). W

4.10. BeisPiEL: Sehr einfach ist das fur 9=2 und bel. 1=N;

Die eindim. Teilréume von F-' enthalten Jeweils 2 Punkte, den Null-
punkt und einen weiteren. Damit bestehen die Z(L) Jeweils aus der
Einheitsmatrix und einer der 2°'-1 verschiedenen 2'x2" Matrizen
Z(r,s), o =W(1,0), e, =iW(1,1) und ¢ =W(0,1) (siehe Beispiel 4.1)
sind selbstadd., also auch bel. t-fache Tensorprodukte der Einheits-
matrix 1 und von o , ¢ , e in bel. Anordnung. Diese Matrizen stim-
men bis auf einen Faktor *1 oder *i mit den Z(r,s) Uberein, liegen
also Jeweils in einem Z(L). Die 2°-1 verschiedenen selbstadJ. Ma-
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trizen auBer der Einheitsmatrix mit Jeweils den zwei Eigenwerten ¥
bilden also bereits eine vollstadndige Ldsung, paarweise bzgl.ii un-
abhingiger selbstadd. 22" Matrizen. -

41 PRnPosnmmq Die [21] Matrizen A von Lemma 4.8 und Satz 4.9
kénnen in g +1 d1sdunkte Mengen zer1egt werden, mit Jeweils [l]
paarweise kommutierenden Matrizen in Jeder Menge.

Bew.: Sefen (¥ ,,...,#,) und (n,,...,n) duale Basen des Korpers F_.
der Ordnung Q’=ql Uber dem Subkoérper Fq. Seien r.ﬂqu.:

r-=rm-r1+. 5 .+rmyl und ==sm1;~1+, \ ,+sm'.r,~L mit JllJl":,smeI:'ﬁt flr 1=i=L

Das erlaubt eine Identifikation von F*. und Fi‘ durch:

2 (4 Ly i) Ly 48
{P,EIEF.qJ > {rr En]‘(r » . Jr 'l F I is )"EJ:‘q
Die Zuordnung (Glchg. (4.17)) von Fq zu den a'xq" Matrizen Z(r,=) .
{13 Ly ) {Ly {4k 11} (@8] ('L?
(r Fou Jr ¥ PO ] } —F z{r » f'? }@ ( ol ] B .]

ist identisch mit der Zuordnunge nach Glchg. (4.16) von Fq.

(r,=) z(’z*ﬂa}
mit den Basen von Fq, tber FP: E=Er‘a‘,...,r1ﬂm,.--.rl1,...,rﬁ=]
und ﬁ-lnﬂ%)..,ﬂiﬁm.....ﬁﬂa...,?Hﬂml. Aufarund der Transitivitéat

der Spur (4.11) folgt fir alle 1=iufl, 15jvEm;

1 fir i=u und j=v
Tririmjnuﬁvl =
® sonst

d.h., die Dualitédt dieser beiden Basen. Also gilt Lemma 4.3 und die
den eindim. Teilrdumen M von F:. zugeordneten Matrizen in Z2(M) und
folglich alle Matrizen in Z(M) kommutieren paarweise. Diese q' +1=
q'+1 verschiedenen Teilrdume M von Fz sind als Teilr&ume von Fil
interpretiert Jeweils i-dimensional. In Jedem M liegen also [1]
verschiedene eindimensionalen Teilrdume L von F2 . Die zugenrdneten
ALEZ(H} kommutieren folglich. =

Insbesondere folgt die Ex15tenz van [L} paarweise kommutierenden

und bzgl. —1 unabhangigen q:ml Hatrizen mit g verschiedenen Eigen-
L=4

werten und Jeweiligen Eigenraumdimensionen q ~. Das sind vollstén-

dige klassische Lésungen, die orthogonalen Ancordnungen entserechen:
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412. KoroLLAR: Es gibt vollstdndige orthogonale Anordnungen des
Typs: DAiqL,UJq,q,E} mit dem Index a =. Flr =2 entspricht das
g-1 paarweise orthogonalen Lateinischen Quadraten.

Diese Resultat ist wohlbekannt und die in der Literatur angegebenen
Konstruktionen sind &auivalent zu unserer. (Siehe Raghavarao [361,
§2.5, oder Beth/Jungnickel/Lenz [07]1 Prop. 1.7.10 in der Serache
Transversaler Designs, oder Dénes/Keedwell [201, §5.2 fdr Latei-
nische Quadrate.)

Satz 4.9 liefert klassische und neue Resultate aus einem Prinzip.
Setzen wir die klass., Losungen als bekannt voraus so folgt die Exi-
stenz der Losungen von Satz 4.9 aber auch sofort mit folgendem
einfachen Lemma aus Satz 4.5:

413. LeMMA: Angenommen es gibt r bzgl. der Gleichverteilung unab-
hangige Zufallsvariablen f , s=i=r (ber einer n-elementigen Menge 0
und es gibt s bzg1.21 unabhangige, selbstadd. und nichtentartete

nxn Matrizen A,. 1=i%s, Dann gibt es r.s bzg1.%1 unabhangige, selbst-
add. n=n Matrizen Bu‘ 1%i%r, 155%s, FOr alle s<i<r haben B ,...,B
Jeweils dieselbe Anzahl verschiedener Eigenwerte mit derselben Viel-
fachheit, wie £ Werte hat.

Bew.: 0.B.d.A. kann ©={1,...,n) gesetzt werden und die n verschie-
denen Eigenwerte von ﬁjdewei1s als: 1,....n angenommen werden fur
alle 1=j=s, Dann ist

Eij_:=fi (Aj} flr 1Sigr, 1<i<s

- Uber die Diagonalform der A, wohldefiniert,

£ (A) und £, (A), 4=ik<r, 1=j1%= sind flr # als Funktionen von bzel.
Ei unabh&ngigen Matrizen Ai und A unabhangig b291.31. (siehe Prop.
2.4). Fdr j=t,i=k folgt ihre Unabhdngigkeit bzg1.21 als kommutierende
Matrizen aus Jener der klass. Zufallsvariablen f, und T _. Ed

Nach Prop.4.11 entserechen die Lésungen von Satz 4.9 denen die man

aus UAiqL,UJq,q,Z} und den Losungen von Satz 4.5 wie eben beschrie-
ben erhailt.
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4.3. ZUGEORDNETE VH- BZW. VBH-MATRIZEN

Den Lésungen von Satz 4.5 sind a VH-Matrizen der Ordnung a mit Pro-
dukteioenschaft zugeordnet.

Fir =2 sind zwei 2x2 VH-Matrizen Y, und VU _ in Beispiel 4.1 ange-
flihrt, fir a=4 siehe die vier 4x4 VH-Matrizen U, , aeF_ in Beispiel
4.6. Fir alle ungeraden g konnen sogar leicht exelizite Formeln fur
q zugeordnete VH-Matrizen angegeben werden.

Seien flir eine bel. Primzahl p die Standardbasisvektoren von cP,

e =(1,0,., 007, o=(0,1,0. ;00 v vum, = 00,4: 40,107

p—:l.
Die Indizes o,1,...,p-12 seien mit den Elementen von ZP identifiziert.
Mit A= ™" gilt fur alle r,s,xeZ_ fUr die pxp Weylmatrizen:

X
W(r,s)e, = A"e

Seien x={x1....,xm) ein bel. m-tupel von Elementen xiezp, 15i=m, Sei:

e 1=e 6. . .80 (4.18)

4 m

Die a=p" verschiedenen e, bilden eine Basis des €7, Mit (4.6) folgt;

<= | x>
e

Zir,s)e. = A
x X-r

(4.19)
Sei nun mit zwei dualen Basen a={al....,am} und ﬁ=tﬁ;,...,ﬁm} von
F, Uber F_ entsprechend (4.16): r,seF_ > Z(r ,s,). Ebenso ist
durch x «» T eine ein-eindeutige Zuordnung von xqu ZU den
q verschiedenen Basisvektoren (4.18) gegeben.

Aus (4.13) folagt: <s Ixa> = Tr(sx) und damit wird (4.19) zu:

B

S Lo /™ = x, (sx)e

Z{ra,sﬁ}exd = x -1

(x-r)
mit dem kanonischen Charakter X, von Fq (siehe Glcha. (4.14),
Wir definieren weiters fir bel. aqu=F durch :
i 2
l.laexd g E xll:ﬂ}" "‘“?']"‘—"Y

veF o

axq Matrizen U_.
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414. LemmA: U_ ist eine unitére axq Matrix fur alle aqu.

Bew, : U:=U: da flUr beliebige Basisvektoren e , XEF‘ =F gilt:

£ 3

Uy e =

a a x_ b 5 r -"5 (ay” +ZY )X, [a:( +xy]a

zeF yeF “Lu
x, (y(x-2z)) e
zEF[yE ] Za

=@, . (siehe (4.15)) [
-

Q1w Qe

Das folat auch sofort, wenn man bemerkt, daB:

U =D TP
a a
wobei:i) D_e = x (x)e  eine (unitdre) Diagonalmatrix ist.
o ot
B x|y> ™ S .
119Dl = s ,Ezh e, . (2=2]). Durch Vergleich ist leicht zu

sehen, daBR T = Fi» @, ,.@ Fipp, d,.h., das m-fache Tensorprodukt der
in der Einleitung definierten pxp Fouriermatrix Fe: ist.

iii) Pe =e_, ist eine Permutationsmatrix, wobei falls x=x_ = x’ =X5.

Insbesondere ist damit U fir alle aeF im Sinne von Def.3.2 &dqui-
valent zum m-fachen Tensorprodukt der pxp Fouriermatrix Fie,

415. LeMma: Flr alle a,r.squ=F gilt:

I.'I:Z[ra,s yu_ = x‘{arz+sr12{—(2ar+sju,r

B X

Bew.: FUr beliebige Basisvektoren e , xqu=F gilt:
=

B SIS, =T 1,«-- yEFx (ay® xy)e, Y.

(Sei Z=:=y-r)

b 2 (ay” +xy+sy)e

y eF {y-r),

¥ [arz+xr+sr:| 1}- E X, {az +{Ear+x+s}z}a
% zeF “a

x, {arz+sr}x [xr}ll e

(2ar+x+s }

2
'l.lai;';1 {ar +SP}Z{'[aar+5}u'rﬁ}Exd -
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416. SATZ: Sei q=p" eine ungerade Primzahlepotenz (p>2). Dann sind
die 9 Matrizen U_, aEFq eine den Lésungen von Satz 4.5 zugeordnete
vollstédndige Menge von VH-Matrizen mit Produkteigenschaft.

Bew, : Ha sind VH-Matrizen, da sie unitédr sind und die Eintrége

alle Absolutbetrag ?&ihaben, Die eindimensionalen Teilrdume von
Fz sind:

s={(9,s) :squ} und T_={(r,re): refq} fur ceF_

Alle Matrizen in Z(S) sind diagonal, also auch A_e Z(S). Sei nun:
a = -c/2 eF_ (2#0! in F_ flr ungerade q). Dann folgt mit Lemma 4.15:
- 2 —_
uaz[ru‘ [1:‘1':}"@,]1]ii = x‘{cr IE}Z{BJrﬁ} e Z(S)
d.h., fur bel. Teilrdume L=T_ werden alle Matrizen in Z(L) und damit
auch A €Z(L) durch die VH-Matrix U__,, diagonalisiert. Mit e<F_
durchlguft auch -e/2 ganz F_. -

Wird die Zuordnung zu Satz 4.5 nicht weiter bericksichtigt, dann
gilt allagemeiner;

4 17. KoroLLAR: Seien ki,...kq die Elemente von Fq mit ungeradem g
in beliebiger Reihenfolge und x» ein nichttrivialer, additiver Cha-
rakter. Die

2 2 2 2 b
x(ak1+k‘} x{aki+k£kz} o Z{"ki‘fk,_kq}
2 2 2 2
, x[akz+k2k1} x(akz-ﬁczj e x{ajczﬂ:qu}
X - =F
a = Vg : : : 2
2 2 2 .2
k k k+k k k +k
L x(akq+ % ‘} x(a Paa 2l cew Xx(a P q} ]

bilden eine (vollistdndige) Menge von a VH-Matrizen der Ordnung g
mit Produkteigenschaft.

Bew.: Ist x=x, dann ist X,=P'U_P mit einer Permutationsmatrix P fir

2 a =
alle aqu. Da z;{aki+kikj]=xii{ca}ki+ki{=kj}} entspricht X, X, flir c=e:
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X+ X Q= P'u__PQ , mit einer weiteren Permutationsmatrix Q. Die
Lésungen von Satz 4.16 und Korollar 4.17 sind also im Sinne der
Definition 3.2' alle &quivalent. =

Die Produkteigenschaftt der I;, aqu 18Rt sich auch explizit Uber-
prifen. Aus Theorem 5.15 Uber GauBsummen und Theorem 5.33 in Lidl1/
Niederreiter [31]1 folgt, daB fir nichttriviale, additive Charaktere
x von F=F_ mit ungeradem q, flr alle c=@,dsF gilt:

¥ x(ex“+dx) | =74

x=F
Das ist, wie man sofort sieht, &quivalent dazu, daB die Eintréage
von XX, fur a#b alle den Absolutbetrag .=~ haben.

418. BeisPiEL: Drei entsprechend konstruierte 3x3 VH-Matrizen mit
Produkteigenschaft sind mit rA=e™ " s

1

“|:I= ?;;q 1
1

> ¥ =

1 1 1

2
2?& lli=_,f;i A
A A

Ein offenes Problem ist es noch explizite Formeln fir g VH-Matrizen
mit Produkteigenschaft der Ordnung g=2", melN zu bestimmen.

Noch kurz einige Bemerkungen zu den [2L}q~1 VBH-Matrizen der Ord-
nung 9 mit Subblécken der Ordnung a %, die den Lésungen von Satz
4.9 zugeordnet sind:

Entsprechend der Konstruktion im Beweis von Proposition 4.11 konnen
Q'=qL VH-Matrizen: “1*"*“q' der Ordnung o zugeordnet werden, die
Jeweils Equ kommutierende A gleichzeitig diagonalisieren, nicht
notwendig aber in geordnete Gestalt. Zu den [t] kommutierenden A
fur sich wiederum gehoren k = [llq—1 Permutationsmatrizen als VBH-

Matrizen: F’.....Pk. Die Menge:

{ xy : xE{iﬂﬂ,,,,,uq,}, Yc{i_Pi,,,,_P'}, Xy=1 }

enthdlt (a’+1) (k+1)=1 = ((g'+1) (a'-1)/(a-1))-1 = (21 -1 VBH-Matri-
zern. 5ie bilden das gesuchte vollstindige Lisungssystem.
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4.4. LOSUNGEN FUR n#p™

nxn Weylmatrizen W(r,s), r,seZ bzw. deren Tensorprodukte, lassen

sich auch filr Nichtprimzahlpotenzen n bendtzen um Mengen von paar-
weise bzal. =1 unabh&ngiger, selbstadj. Matrizen zu konstruieren.

Diese sind aber nicht vollsténdig. Wir skizzieren einige Ideen:

Sei z.B. fur ein bel. neN:

R={(s,s): seZ }, S={(0,s): sZ }, T={(s,0): s<2Z}
Das sind drei bis auf den Nullpunkt (0,0) disdunkte Teilmengen von
2 xZ mit Jeweils n Elementen. Sei W(L) fiUr L=R,S oder T die Menge
der n Weylmatrizen Wir,s), (r,s)eL und W(L) die Menge der komplexen
Linearkombinationen der Matrizen in W(L).

419. LEMMaA: In Jedem W(L), L=R,S pder T liegt eine nichtentartete,
selbstadd. Matrix ALéW(L}. Die drei Matrizen A_,A_,A  sind paarweise
bzgl.%1 unabhéangig.

Bew.: Sei L=R,S oder T. Nach (4.5) kommutieren alle Matrizen in W(L)
paarweise., Analog zu Lemma 4.4 schlieBen wir, daB es eine nichtent-
artete, selbstadd. Matrix A als eine Linearkombination der n kommu-
tierenden und paarweise orthogonalen (siehe Glcha. (4.4)) Matrizen
aus W(L) gibt und damit F{AL}=\T'[L} ailt. Wieder viéllig analog wie
im Beweis von Satz 4.5 folgt das Ergebnis. =

Wir erhalten das in Kap.3 Absch.1 angeklndiote Resultat A _=1. Im
allgemeinen (z.B. fur n=6) gibt es keine weitere n-elementige Teil-
menge M von € xZ , die bis auf den Nullpunkt disdunkt zu R,S und T
ist und wo alle Matrizen in W(M) kommutieren. Falls doch weitere
solche Mengen existieren, kOnnen mit Auéﬁlﬂl auch weitere paarwei-

se bzgi.éi unabhéngige, selbstadd. Matrizen gebildet werden.

420. LEmma: A_,A_ und A sind folgende zwei VH-Matrizen mit Produkt-

R’ =
eigenschaft zugeordnet: U =Fw und “2=DFhﬂ. wobei Fume die m=n Four-
2 x
. - -4 -4 _—p —(n=1} s
iermatrix ist und: D=diag(l, e, e, e, ..., ™), nit & = -"™™,
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Bew.: W(0,s)=U" sind fir alle seZ_ diagonal, also auch A_. Es ist
leicht zu sehen, daB: g “*y (. o)Fm = W(-s.r)

mit der nxn Fouriermatrix Fo, Speziell: lﬁm"ﬁf[P.E}Fuu = U,
d.h. Fm diagonalisiert alle W(r,0), also auch A_ . Weiters gilt:
-1

D*VD = evU und D'uD =u

- D'W(r,s)D = £W(pr,-r+s)
- (DFm) W (s, 5) (DFm) = £°U°
d.h. DFem diagonalisiert W(s,s) flr alle seZ_, also auch A‘. ]

Es liegt weiters nahe mehrfache Tensorprodukte von Weylmatrizen
verschiedener Ordnung zu betrachten (es genlgt Primzahlpotenzord-
nungen zu nehmen). Die so entstehenden nxn Matrizen sind paarweise
orthogonal auf M_. Analog wie oben kann nun versucht werden diese

n° verschiedenen Matrizen in Teilmengen kommutierender Matrizen zu
zerlegen und so zu paarweise bzal.il unabhangigen, selbstadd, nxn
Matrizen zu gelangen. Eine systematische Untersuchung hiervon bleibt
noch vorbehalten.

Es ist leicht zu sehen, daB die Anwendung von Korollar 3.8 auf die
konstruierten, volistandigen LOsungen, d.h. einfach Bildung ihrer
Tensorprodukte, ein Spezialfall dieses Ansatzes ist:

4.21. KOROLLAR: Sei n=q;h...qm1m. mit paarweise teilerfremden Prim-

zahlpotenzen q und 1iEIH, fur alle i+=i=m, Dann gibt es

ko= min( €213 ... 21,3, )

paarweise bzgl.>1 unabhéngige, selbstadi. nxn Matrizen, mit Jeweils
9=q,,..9_ verschiedenen Eigenwerten. FUr n=q,...q_g9ibt es insbeson-
dere k=min(q,,...,q_)+! paarweise bzal.z1 unabhdngige, nichtentar-
tete, selbstadd. nxn Matrizen. (k23 flr alle neN) .,

Eingeschrankt auf die klassischen Ldsungen (kommutierende Matrizen)
entspricht Korollar 4.21 dem Satz von Mac Neish fur Orthogonale An-
ordnungen. (Siehe Beth/Jungnickel/Lenz [07]1, Satz I.7.7, in der
Terminologie Transversaler Desians)
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5. VBH-MATRIZEN. YH-MATRIZEN UND DEREN PRODUKTE

Der erste Abschnitt enthalt zwei einfache Beitrdge zur allgemeinen
Theorie der VBH-Matrizen. Im zweiten bzw. dritten Abschnitt werden
spezielle Konstruktionen von nxn VH-Matrizen bzw. Paaren solcher
Matrizen mit Produkteigenschaft angegeben, welche im besonderen

in dem Bemuhen resultieren entsprechende Ldsungen flur n=6 zu be-
stimmen. Aus Satz 4.5 folgt, daB fir bel. Primzahlpotenzen g9 voll-
stdndige Mengen von a VH-Matrizen der Ordnung a mit Produkteigen-
schaft existieren. (Korollar 4.17 gibt explizite Formeln fir un-
gerade q). FUr die kleinste Nichtprimzahlpotenz 6 legen die hier
gewonnenen Ergebnisse hingegen die Vermutung nahe, daB nicht ein-
mal drei Bx6 VH-Matrizen mit Produkteigenschaft existieren.

51 VBH-MATRIZEN

Entsprechend der Bemerkung im AnschluB an Definition 1.1 ist der
einfachste nichttriviale Fall zweier bzgl.il unabhangiger, selbst-
adjungierter nxn Matrizen Jener, wenn beide Matrizen Jeweils genau
zwei verschiedene Eigenwerte haben. Seien diese (0.B.d.A.,) als O
und 1 angenommen. Dann sind beides ProdJektionsmatrizen: P,Q (=@,1),
Ihre Unabhangigkeit hzgl.il entspricht: tP[PQ]=%tP{P]tP{Q}. Zuge-
ordnet sind die einfachsten nichttrivialen VBH-Matrizen, Jene mit
vier Subblocken (die sich nicht Uber ganze Zeilen oder Spalten
erstrecken) . Wir analysieren hier der Kirze halber nur den Fall
quadratischer Subblécke:

51 ProPosiTION: Jede 2mx2m VBH(m,m:;m,m)-Matrix , meN, ist zu einer
der folgenden solchen Matrizen &dguivalent:

U_HY
Y -X
mit mem Submatrizen I=diagtxl,...,xm} und !=d189{¥1,..._ym], wobei

i) 0=x,¥S1 und X +y;=1 fir alle s+<iSm und

4 - LA E_T i
i1) e o, P P SR gilt.
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Beweis: Es ist leicht nachzueriifen, daB Jedes solche U eine
VBH(m,m;m,m) -Matrix ist. Sei nun
it el
Y s

eine bel. 2mx2Zm VBH(m,m;m,m)-Matrix mit mxm Submatrizen X,Y¥,R und S.
Der wesentliche Schritt ist, daB wir entserechend den Bemerkungen im
Anschlu@® an Def. 3.2 (auf Seite 34) annehmen kénnen, daB V in sogen.
Normalform vorliegt, d.h. X,¥ und R bereits zu positiv semidefiniten
Matrizen gemacht wurden. X kann dabei sogar als diagonalisiert ange-

nommen werden. Sei also:
Inﬁiagtxi,...,xm} mit xLaa flir alle 1%Si%m,

Nach Vorraussetzung ist xi+...+x. = |X|* = T erfillt.
Aus VW° = v'v = 1 folgt:

X" + ¥y = xx* + RR" =1

= E2 = ‘.fz = 1—):2
Die eindeutige positiv semidefinite Quadratwurzel aus 1-X° ist:
R=Y=diag(y,,...,¥,), Mit ¥2@ und x.+¥;=1 fUr alle iSiSm.
Aus VW' = ¥'v =1 erhalten wir weiters:
Y(X+8) = (X+S)Y = @ (5.1)
Falls ¥ invertierbar ist, folgt sofort S = -X , womit alles gezeigt
ware,

Der Fall eines nichtinvertierbaren Y benttigt etwas zusdtzliche Ar-
beit: Sei Y (durch gleichzeitige Permutation von X,Y und S) von fol-

gender Form: Y=diag(y,,...,¥,.9,....9) mit v,...,y >@ fir ein @sr<m,
Dann ist X=diag(x,,....X ,1,...,1). Sei nun
S = ]i Sii 512
SZ:I. 522

50 partitioniert, daf EL: eine rxr Matrix ist. Aus (5.1) folagt so-
fort, daB Suzdiag(—xl, «eas=Xx ) und Sﬂ=5ﬂ=ﬁ gilt. Mit der Unitari-
tat von V folgt, daB E; eine unitédre (m-r)x(m-r) Matrix ist. Sei

1r @
W = o <1t
22

Wird die untere Blockzeile von V mit der unitéren mxm Matrix W von
links multipliziert, was einer Aquivalenzoperation entspricht, so
bleibt ¥ unverdndert und S wird zu -X. =

2
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Das Tensor- oder Kronecker-Produkt von VH-Matrizen ist eine eben-
solche. Entsprechend findet es in der Theorie gewthnlicher und
verallgemeinerter Hadamard-Matrizen vielfache Anwendung. Wir geben
eine Verallgemeinerung auf VBH-Matrizen an.

5.2. PRoPOsSITION: Seien

B R | [T N e W

i4 i2 is i1 12 ig
u,u, ... U e N i

F 21 .22 ln Wl ) .2 .q
u — Yy ¥ T

B ri r2 rs | i Pl =4 Pa

eine nxn bzw. eine mem VBH-Matrix, mit zugehdrigen Submatrizen:

uu,, 15iZr, 15)%s, bzw. V,, 15k=p, 1=1%q, Dann ist

(U eV U eV, 6 U eV U ev ., U eV ]
11 11 i1 i2 i1 ig is 14 iz iq
U v U av v, U aVv U sv u av
14 24 i4 22 44 2q is 24 is 2q
Uev UeV ,,, U eV L. . Uevy ..U ev
ii pi i1 p2 i1 Pg i pi is Pa

U V .=
B

U ay U av . U oY e s s U aY e U 8Y
rd i1 ri 12 ri igq re ii ra 1igq
Uev U e .. U &Y ..., U ev .. .U Y

| rd pi ri  p2 rd  pq re pd rs  pg |

eine nm<nm VBH-Matrix mit zugehtrigen Submatrizen:
ULJ_@'«FH , 1SiSr, 15jSs, 4Zk<p,K 1=i%q
Bew.: Die Unitaritdt der Matrix Uﬂn? folgt z.B. aus der leicht nach-
zuprdfenden Existenz von nmxnm Permutationsmatrizen P und Q, sodaB
gilt: Ue V = P(Us¥Y)Q und der Unitaritdt von VeV als Tensorprodukt
unitadrer Matrizen.
Indem fir bel. 1=i=r, 1=j%s, 1=k<p, 1=1=q die bekannte Forme]l
2 2 2

lu oV, 1% = v, 171V,
flr die Hilbert-Schmidt-Norm gilt, folgt aus den entsprechenden
Eigenschaften der Submatrizen von U und ¥, daB jene von Ve V die
Gleichung (1.5) erfldllen. B
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Ist VU eine VH-Matrix (d.h. sind die Subbldcke Uu alle ein-elemen-
tig), so ist offensichtlich: U@hv = UeV, Es liegt nahe von einem
(verallgemeinerten) "Block-Tensorprodukt” zu sprechen.

Proposition 5.2 ist das Gegenstiick zu Lemma 3.7: Sei die n=n VBH-
Matrix U zwei bz§1.21 unabhéangigen, selbstaddjungierten nxn Matrizen
A und B und die mxm VBH-Matrix V zwei bzu1.$1 unabhédngigen, selbst-
addungierten mem Matrizen € und D zugeordnet. Es ist leicht nach-
zuprdfen, daP dann Ve V (mit mdglicherweise vergroberter Partition)
eine den bzgi.;ii unabhéngigen, selbstadd. nm=nm Matrizen AeC und
BeD zugeordnete mnxmn VBH-Matrix ist.

Fir die nun foleenden Konstruktionen beschrénken wir uns der Ein-
fachheit halber auf YH-Matrizen.

5.2. EINE KONSTRUKTION VON VH-MATRIZEN

Als Ausgangspunkt betrachten wir eine einfache Verallgemeinerung
von Lemma 3.7, deren es eine ganze Reihe gibt.

Seien A und B zwei bzgl.%i unabhdngige, selbstadd. n=n Matrizen
mit kanonischer Spektralzerlegung:

r =

A E_EatPL und B -.-—.E bjnj

L=1 =1
Seien weiters €, s=i=r und D,, 1=j== selbstadj. mm Matrizen, so-
daB Jedes beliebige Paar € und D. mit 1=i%r, 1=j<s ynabhéngig bzgl.
i o J
-1 ist. Dann sind die mnxmn Matrizen:

r =
E :i. ;’-E l_.l:"i.@ﬁ:_1 und F = : ;:1 bJQJGDJ

unabhangig bzgl. ;ﬁi.

Der Beweis verlauft, indem man die kanonischen Spektralzerlegungen
von € , s=i=r und Dy 1Zi%= in E und F einsetzt, villig analog wie
Jener von Lemma 3.7.

Wir beschranken uns nun auf nichtentartete Matrizen A, B, C ,1=i=n
und Dfiﬁﬁm (r=s=n) und nehmen weiters an, daB auch E und F nicht-
entartet sind. Gesucht ist eine Formel fir eine E und F zugeordnete
mn=xmn VH-Matrix.
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Seien A und U'BU diagonal, d.h. U die A und B zugeordnete nxn VH-
Matrix. Seien weiters die unitdren m«m Matrizen V., 15iSn bzw, *r
1SiSn 5o gewdhlt, daB V;'CV,, 1%i<n bzw. W'DV, i<i<n diagonal sind.
€, und [5 sind fur alle t=ij=n unabhéngig bzg1.ii genau dann, wenn
die Matrizen V?Uj far alle 2=i.i=» mxm VH-Matrizen sind. Seien nun
die nm<nm Matrizen: V:=diag(V,,...,V¥ ) bzw. W:=diag(¥,...,¥ ).

Es folgt, daB

e |

¥ EY

und w“uf*eimyF:uaam}w

Diagonalmatrizen sind. Also sind E und F unabhéngig b291.;$1 genau
dann, wenn z;=f“{umum;w eine nm<nm VYH-Matrix ist. Zusammengefaft :

h.3. ProPosiTiON: Sei U eine nxn VH-Matrix und seien V., 1=i=n und

= ‘ -1 m e i =
‘II'J., 1=i=n unit8re m=m Matrizen, sodaB V.L *j fur alle 1=.i5n Jeweils
me«m VH-Matrizen sind. Dann ist

= -1 -1 vt -
Ulﬂ. i i uiz : | 2 ulﬁ i
~4 -1 =4
W
uzs. 2 i Uzz 2 '2 UZ'I-': 2
Z =
. =1 -4
Y
B Ur::. n 4 unz?n “2 * uhﬁvn n

eine nm<nm VH-Matrix

Bew.: -folgt aus der obigen Ableitung, indem Z die E und F zugeord-
nete VH-Matrix ist. Explizit sieht man die Unitaritidt von 2 anhand
der Zerlegung £ = ?”EU¢deW, mit unitdren V,¥ und U wie oben. DaB
die Eintrdge alle gleichen Absolutbetrag haben ist nach den Vor aus-
setzungen offensichtlich. K

Prop. 5.3 ist also schnell direkt zu beweisen. Anhand der angebenen
Ableitung lassen sich aber leichter Variationen bzw. Verallgemein-
erungen, z.B. auf VBH-Matrizen, ableiten, wofilr eine genauere
Untersuchung aber noch aussteht.

Die Nitzlichkeit des Ansatzes fluhren wir zuerst an Beispielen vor.
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5.4. BEISPIELE:
i) Sei n=m=2. Sei U die bis auf Aaguivalenz eindeutige 2x2 VH-Ma-

trix, namlich die 2x2 Fouriermatrix F@. Sei nun V =V _=1. Dann
mussen nach Vorraussetzung W, und W, 2x2 VH-Matrizen sein. Unter
Vorwegnahme der Normalform von 2 bleibt nur Ubrig W =F@ und

W =XF@, mit x=diag(1,e™), x€[0,27) zu setzen. Das ergibt:

x ~ vz Fzy -XF@ 1 -1 -1

X L
-1 -e e

7 = 1{}7‘:2} IF{:r] o |
T2

|
D
|
0]

Diese Matrizen werden durch Vertauschen der zweiten und dritten
Spalte zu den Matrizen VU_ von Seite 9, von denen wir bereits be-
merkten, daB sie fUr x<[0,n/2] bis auf Agquivalenzen alle 4x4 VH-
Matrizen sind,

i1) Sei n=2, m=3., Sei U=F@, wie oben und V;=?z=1. Also milssen
'1 und ¥, Jeweils 3x3 VH-Matrizen sein. Da alle solchen Matrizen
Zu Fa gauivalent sind, setzen wir analog zu oben W =F® und

W =YF@, mit Y=diag(1,e™,e"), x,yel0,2n).
L2139

Mit A=e erhalten wir:
1 1 1 1 1 1 1
1 A sz ei.x ketx )Lin.a
> - A[Fe YFa | _ 1|1 x® % 8" a%eY ag'Y
G [ Fia -YF } Vs 1 i 1 -1 =1 -1
1 A lz _En *® ulei. :-: _kzei.x
-1 lz A _Eiy —lzeiy __;\E'i.y ]

Eine sorgféltige Analyse der Aquivalenzrelationen ergibt, daPB alle
Matrizen ny zu einer solchen mit O0=x=n/3, 0<y<x/2 &quivalent sind,
auf welchem Definitionsbereich sie paarweise indaguivalent sind.

Der umgekehrte Ansatz mit n=3 und m=2, U=Fa@, V =V =V =1 und ¥, W,
und W,. die zu Fe dguivalent sind, liefert Matrizen, die alle zu
den obigen &quivalent sind.

Im Gegensatz zu Punkt i) gibt es aber weitere indquivalente Lésun-
gen von Prop.5.3. Eine solche 14Bt sich leicht explizit angeben:
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Sei wieder n=2 und m=3, sowie U=Fw,K Wir benldtzen nun die drei
3x3 VH-Matrizen mit Produkteigenschaft U_, U und U, von Beispiel
4.18 und setzen V=1, V,=U , W=U und W,=U,. Die Vorraussetzung
von Prorp.5.3 sind damit offensichtlich erflllt und wir erhalten,

durch eine kurze Rechnung, als 6x6 VH-Matrix (mit A=e™" ) ;
L I R T R R

S A

z . i u u o 2 1 22 % X ’

. . = U_'U uﬂ‘u - ﬁ 1 '12 '?;2 i )
a 1 1 1 i ix ix
o i La) 2 >

L B P R T
_{?“2 '{?\z 1 ir ix 4. A

Durch Multiplikation der Zeilen mit geeigneten Zahlen mit Absolut-
betrag 1, erhalten wir als Normalform:

1 1 1 1 1 1

1 A A2 a A® 1
2 4

S A A A 1 A

z-ﬁ 2 2
1 A A 1 A A
1 A 1 AT % A2
1 r o ox X aF x|

Es ist leicht zu sehen, daB Z; Zu keiner Matrix Z;Y von oben agqui-
valent ist. ¥62, hat nur Eintrdge aus der Menge {1.:A,A%), d.h. den
dritten Einheitswurzeln und ist also eine H(3,6)-Matrix.

Die vollistédndige Bestimmung aller 6«6 VH-Matrizen ist ein noch of-
fenes Problem, Im ndchsten Abschnitt geben wir auch Ldsungen an,
die nicht entsprechend Prop.5.3 gebildet sind.

iii) Fldr hohere Ordnungen n,m erh&lt man so immmer umfangreichere
Lésungen. Z.B. fdr n=2 und m=4 18Pt sich sofort eine finfraramet-
rige Schar von Bx8 VH-Matrizen in Normalform angeben:

. 2, sz
zuvv Yy = ﬁ
4
® Y

mit den 4x4 VH-Matrizen Z_und Z,, wie oben und T=diag(1,e",e",e™),
uwvwaxye[0,27), und es gibt noch weitere Ldsungen dieser Ordnung. =
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Es ist also bereits fur kleine n,melN schwer alle nmenm Matrizen zu
bestimmen, die entsprechend Prop.5.3 gebildet sind. Zwei spezielle
Lésungen lassen sich, wie die Beispiele zeigen, explizit angeben.

Seien m,n>»1, U=Ftmw, V1=...=‘r'n=1 und '—fxiF““‘ mit unitédren Diagonal-
matrizen X, fdr alle 1=i=n, Dann sind die Vorraussetzungen von Prop.
5.3 erfiillt und wir erhalten mit rA=e""", als mnxmn VH-Matrix:
[ X Fim X Ftmy ,,, X F¢m
i 2 m
X Fom AX Fimd ... A X Fem
Z .= i 2 ™
X Foms A~ 2N Fem SURTHN. 1) ¢ Foms
L i 2 ™ )
oder mit X := diagtll,...,xnl kurz:
2 = [F{m@lmlxﬂnﬂl"cma} (5.2)

Fur die Normalform von 2 missen X =1 und die ersten Diagonaleintrége
aller X_,...,X gleich 1 gesetzt werden. Die Phasen der restlichen
Diagonaleintrage von X,,...,X sind noch (n-1) (m-1) freie Parameter.
Der Definitionsbereich der Parameter flUr paarweise indquivalente
Matrizen ist immer noch (n-1)(m-1)-dimensional, da die verbleiben-
den Agquivalenztransformationen eines normalisierten Z nur diskrete
Operationen sind. Es folat insbesondere, daB fur Jede Nichtprim-
zahlordnung unendlich viele indguivalente VH-Matrizen existieren.
Fir Primzahlordnungen p lieferte Brock in [09] durch Angabe einer
H(6,7)-Matrix auch das erste Beispiel einer pxp VH-Matrix, die nicht
zur Fouriermatrix Fe dquivalent ist. Weiteres ist nicht bekannt.

In Bsp.5.4 erhielten wir entsprechen Glchg. (5.2) die VH-Matrizen Z ,
bzw. Zw. Die 4«4 Matrix 2 wird fir x=n/2 und durch Vertauschen
der zweiten und dritten Spalte zur Fouriermatrix Fe ., Die 6x6 Ma-
trix Z;Y wird fir x=y=@ bei geeigneter Permutation wvon Zeilen und
Spalten zur Fe, Die Moglichkeit mittels Glcheg.(5.2) filr passendes
X und anschlieBender geeigneter Permutation von Zeilen und Spalten
die nm«nm Fouriermatrix Fem zu erhalten bildet (bei iterativer An-
wendung) die Grundlage fir die sogenannte "Schnelle Fouriertrans-
formation" (FFT=Fast Fourier Transform -siehe Cooley/Tuckey [131).
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Butson's Definition verallgemeinerter Hadamard-Matrizen in [12]
wurde durch die Entdeckung einer Formel flUr H(p,2p)-Matrizen (bzw.
der daraus sofort folgenden Existenz von H(P.?mPkJ—NEtPiZEH fur m=k)
flr bel. Primzahlen p veranliaBt. Fir p=2 ist H(2,4) die 4=4 Hada-
mard-Matrix. Flr p=3 wurde eine H(3,6)-Matrix: fgz; in Beispiel
5.4.11) abgeleitet. Dieser Zugang liefert fur alle Primzahlen p>Z2
Butson'sche H(p,2p)-Matrizen, wie wir nun kurz skizzieren:

Seien X_, aEFq die gxg VH-Matrizen mit Produkteigenschaft von Ko-
rollar 4.17 fUr eine bel. ungerade Primzahlpotenz a=p", melN, Wir
bendétigen eigentlich nur g=p>2, doch gilt das Folgende allgemein.
Es ist unter Verwendung von Theorem 5.15 (ber Gaussummen und Theo-
rem 5.33 aus Lidl/Niederreiter (31] leicht zu zeigen, daB fir die
VH-Matrizen X 'X, mit a=beF_ gilt:

-4
X', = a(qin(b=a)Y,

wobei a(q) eine komplexe Zahl mit Absolutbetrag 1 ist, die nur von

9 (und dem fur die Bildung von X, und X, verwendeten nichttrivialen,
additiven Charakter) abhangt. » ist der sogenannte quadratische Cha-
rakter: ni{c)=1, falls e Quadrat eines Elementes von Fq ist, sonst

ist nle)=-1, Y_, ist eine von a und b abhangige Matrix, der Art, daB
Ya¥,_, (wie auch Jjedes vaX,) nur p-te Einheitswurzeln als Eintrége hat,

Seien die Matrizen U=Fa), V1=1q, v;xﬂ, 'fx; und 'A'z= v mit einem
nichtguadratischen Element cqu. Die Vorraussetzungen von Prop.5.3
sind damit erfdllt und wir erhalten als 2axZq VYH-Matrix:

i xl xC
£ =
' "?[ XX, XX ]

Es gilt: X)X, = a(a)n()Y, =al@Y,,

x;ﬁﬂ: = a(@n(e)Y, _ = -a(Q)¥,

C C

Also wird ZB durch Multielikation der unteren a Zeilen mit af(q) zu:

X X
2z = A i c
R ) I

o1 ocC

und vzqZ, ist eine H(p,2q)=H(p,2p")-Matrix, meN.

_?D_




5.3. PRODUKTE

Es soll noch eine Konstruktion von Paaren von VYH-Matrizen Z und z,
mit Produkteigenschaft, d.h. fiir die auch Z Z eine VH- Matr1x ist,
angegeben werden, welche das Beispiel von Seite 12 verallgemeinert.

Jei Fem die m«m Fouriermatrix und seien U,V,X und ¥ Jjeweils unitire
m«m Diagonalmatrizen: U=diag(e'",...e'Un), v=diag(e!Vs,....e!Vm),
I=diag[eix1,...,eix ) i Y=diagteiy1,...,eiyml. mit u,v,,x.,y<[0,27)
fir alle 1=i=m, Dann sind

N UFimy UYFom
(5.3)

Zz :=ﬁ

Fim» XFim
VFimy =VYFim

T{‘{ Fimy =XFimy

beides 2Zmx2m VH-Matrizen. Die Aquivalenzrelationen vorwegnehmend
ist die erste Spalte von Z bereits normiert. FUr die erste Spalte
von 2, ist das gleichzeitig nicht mehr méglich (siehe Bemerkung

im AnschluB an Def. 3.2°). Z, und Z,=(diag(U™,v™*))Z, sind offen-
sichtlich entserechend Glchg. (5.2) gebildet.

Wir wollen die Produkte EE*ZQ untersuchen. Dazu bendtigen wir:

9.5. Lemma: Eine komplexe 2x2 Matrix M ist unitdr genau dann, wenn
es u,v,x,y=l0,27) gibt, sodaB gilt:

{ {eiu+eiu] 1y{eiu 1v}
e

=X 1v} e—nr:E*I:r“5.1u_'r91\.«':I

M =Mu,v,x,y) =

M-

(e'Y-g

Bew.: Fir alle u,v,x,ysl0,2n) ist

10 ], v7e™ o], 11 o
M(u,v,x,y) = i , :
0o e X724 o V|| 1 T

als Produkt von fUnf unit&ren Matrizen unitir.
Sei umgekehrt . [ & E
b d

eine beliebige unitdre 2x2 Matrix. M =M" ergibt explizit:

o




o wj|

BRI

Die Determinante einer unitdren Matrix hat Abscolutbetrag 1. Sei also
ad-bc = e'? , mit nel0,2n)
VoM [a -eT“E]
b e'"a
wobei |a|*+|b|®=1 gelten muB. Also gibt es &,B<[0,27) und »e[0,7/2],

sodalB: 1ﬁsin[?}

a=e%os) und b =e
Setzen wir nun z.B.: u,v,x,¥=l0,27) modulo 2r gleich:

usey, v=a-y, x=e-f+a/2, y=n-fi-osn/Z,
Dann folgt leicht:

a = %[ei”+eivi &' = Ze'(e'V-e'")
b %ewixteiu_eiv] alls o ieuﬁxeiy[eiu+eiv}
und oben eingesetzt M = M{u,v,x,¥). =

Es ist einfach nachzupriifen, daB u,v,x,y=l0,2n) eindeutig festgeleat
sind bis auf: Miu,v,x,¥)=M(v,u,x+m,y+n), M{u,u,x,y)=M{u,u,x+w,y+w)
und M(u,u+m,x,y)=M{u+w,u+w+m,x+W,y-w) fuUr bel.welD,2m),

Erinnert sei nun noch an die Definition von zirkulanten Matrizen:

E‘ EI2 Es ‘aa an
. 8. 8, 8, a8
a, 8, 8, ... 8,

Das sind Jene Matrizen A, bei denen die Elemente Jeder Reihe iden-
tisch sind mit denen der vorhergehenden Reihe, aber um eine Stelle
z¥klisch nach rechts wverschoben.

5.6. PROPOSITION:

Eine 2mx2m Matrix T = [“ C]
B D

-ist unitdr und hat zirkulante m=m Submatrizen A,B,C und P genau
dann, wenn es Zm=<2m VH-Matrizen EL und 2& entsprechend Glcha. (5.3)
gibt, sodaB T = Z'Z gilt,
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Beweis: Seien die ZmxZm VH-Matrizen 2; und 2% wie in (5.3) gegeben.
Dann ist z;ﬁg als Produkt unitdrer Matrizen unitédr und zwar:

‘[ Fim * (U+V)F¢mo Fem ' (¥ (U-V))Fem
Z = =

Fons ' (X% (U=V) JFem  Fems® ('Y (U+V) ) Fomy

Die Matrizen (UsV), ¥Y(U-V), X *(U-V) und X 'Y (U+v) sind ebenso wie
U,v,X und ¥ diagonal und es ist wohlbekannt (siehe z.B. Davis [16],
Theorem 3.2.3), daB fir Jjede beliebige mxm Diagonalmatrix N gilt,
daB Fmi 'NFam eine zirkulante Matrix ist.

Sei nun umgekehrt [ A c }
T =

B D
eine beliebige unitére Zmx2m Matrix mit zirkulanten mxm Submatrizen
A,B,C und D, Zu Jeder zirkulanten mxm Matrix A existiert (wie wie-
der wohlbekannt, siehe Davis [161, Theorem 3.2.2) eine mxm Diagonal-
matrix A, sodaB A = Femy AFemw gilt. Sei also

F¢m) AFtm Femy CFtm) Fmy®™ 0 A ¢1[Fm o0
P o
Fcmi BFm  Fom) BFm) 0 Fem'|| B B 0 Fim

mit X=diag(a,,...,a,), B=diag(b,,...,b ), &=diaa(c,,...,c) und
B=diag(d,,...,d ), a,b,,c .deC fir alle 1=k<m, Seien
S = | X & flir 1=k<m
le
bl: dk

Man sieht sofort, daB T genau dann unitdr ist wenn S, flr alle 1=k=m
unitdre 2x2 Matrizen sind. Mit Lemma 5.5 folgt, daB flr alle 1=kSm
uk,uk,xk,ykE[D,Zﬂl existieren, sodaB gilt:

S, = Mlu.v.x..Yy,) flir 1SkSm

Sei nun unitdre mxm Matrizen U,V¥,X und ¥ definiert durch:
U=diag(e't%, ..., et v=diag(e Vs, ...,e Vm)

!=d$ag{eix4,...,eﬁxm} Y=diag(eiy1.....eiym}
Dann folagt sofort:

K= 2w, B ='Wy, &€ = Y@-v) und B = XY (U+V)

und die mit diesen U,V,X,¥ entsprechend (5.3) gebildeten Z, und Z,
erfillen Z°Z,=T -

_;."5._




Das Problem alle 2m=Zm VH-Matrizen 2, und 2, von Glchg. (5.3) mit
Produkteigenschaft zu bestimmen ist also daquivalent dazu alle 2m=x2m
VH-Matrizen T mit zirkulanten m=m Submatrizen (wie oben) zu bestim-
men, Die Beweise von Prop.5.6 und Lemma 5.5 geben dann sogar einen
expliziten Konstruktionsweg fir die zugehorigen 2 und Z, an, wobei
diese aber nur insoweit festgelegt sind, als es die Mlu,,v,.x, .¥)
fir 1=k=m (siehe oben) sind.

5.7. BEISPIELE:

i) Fir m=2 entsprechen dem die Lésungen von Seite 12. Die dort an-
gegebenen Matrizen U _ und V§=. xy.ze[0,2rn) werden durch Vertauschen
der jeweiligen zweiten und dritten Spalte zu 2 und £, wie oben und
U;’?yz wird bei Vertauschen der zweiten und dritten Spalte und Zeile
zu einer 4x4 VH-Matrix mit zirkulanten 22 Submatrizen. Dies sind
(wie eine langere explizite Ubererifung zeigt) bis auf Aquivalenzen
bereits alle Paare von 4x4 VH-Matrizen mit Produkteigenschaft.

ii) FUr m=3 konnten bislang (bis auf Aguiv.) nur die folgenden
6«6 VH-Matrizen mit zirkulanten 3x3 Submatrizen gefunden werden:

1 Pt O, ¢ N 18—“‘ ie” )
el 1 sa TR I | R je~1X
. _E—ix eix 1 iE-ix 1eix =
R ; P PR : TR xe(0, 27)
el X 1 je 1% —e1X 1 g ix
I fariX ieix 1 e—ix _eiX 1 ]

Wir verzichten darauf, zugeordnete Z e und Z o explizit anzugeben,
da deren Eintrdge i.A. komplizierte trigonometrische Funktionen
von x sind. Speziell sind unter den so erhaltenen unendlich vielen
Paaren von 6«6 VH-Matrizen mit Produkteigenschaft auch Lésungen,
die zu den zwei Matrizen VU _ und Ué von Lemma 4.20, bzw. den von Ko-
rollar 4.21 flr die Ordnung 6 gelieferten dgquivalent sind.

Alle T; sind zu solchen mit x=(0,7/12]1 &gquivalent, auf welchem De-
finitionsbereich sie paarweise indquivalent sind. 5ie sind inagqui-
valent zu allen in Bsp.5.4.17) angegebenen 6x6 VH-Matrizen. L

- 74 -




Die VH-Matrizen T , von oben sind speziell von von der Gestalt:

[

mit zirkulanten Submatrizen A und B. Turyn zeigte, daB zu Jeder
2mx2m VH-Matrix T dieser Form, fir die ¥zmT eine H(4,2m)-Matrix
(d.h, eine komplexe Hadamard-Matrix) ist, eine 4m=<4m gewbhnliche
Hadamard-Matrix von sogenanntem Williamson-Typ (Williamson [501)
korrespondiert (siehe Wallis (461, Theorem 6.4). Zum Beispiel ist
fETn von oben eine H(4,6)-Matrix, welcher sich so eine 12x12 Wil-
1iamson-Hadamard-Matrix zuordnen 18Bt. Mittels dieses Zugangs ge-
lang es Turyn [44] erstmals eine unendliche Familie von Hadamard-

Matrizen des Williamson-Typs zu konstruieren.

Die Matrizen 2;y, O=x=n/3, 0=y=x/2Z und Z, von Beispiel 5.4.i1), so-
wie T , Osxsr/12. von Beispiel 5.7.11) sind die bis auf Aauivalenzen
einzigen explizit bekannten 6x6 VH-Matrizen. Auch die Suche nach
H(k,B)-Matrizen fiur kleine kelN mittels Computer lieferte keine wei-
teren Losungen. Die Jedem Tx, xe[0,2n) zugeordneten 6x6 VH-Matrizen
200 und Z00 sind die bis auf Aquivalenzen einzigen bekannten Paare
von 6x6 VH-Matrizen mit Produkteigenschaft.

Auf Basis dieser Ergebnisse konnte bislang keinerlei Hinweis auf
Tripel von VYH-Matrizen mit Produkteigenschaft gefunden werden, was
AnlaB gibt zu:

58. VERMUTUNG:

Es gibt keine drei B6x6 VH-Matrizen mit Produkteigenschart.

Das kann als Gegenstiick zur schon von L.Euler vermuteten und erst
in unserem Jahrhundert bewiesenen Nichtexistenz von zwei orthogo-
nalen Lateinischen 6x6 Quadraten interpretiert werden. Diese jst
dquivalent dazu, daB es keine vier kommutierende 36«36 Matrizen mit
Jjeweils 6 verschiedenen Eigenwerten gibt, die unabh&ngig bzgl. ;id
sind. Obige Vermutung ist &dgquivalent dazu, daB es keine vier nicht-
kommutierende 6x6 Matrizen mit Jeweils 6 verschiedenen Eigenwerten
(nichtentartet) g@ibt, die unabhéngig bzgl.31 sind. In beiden F&llen
wilrde eine vollsténdige Lésung sieben derartige Matrizen umfassen.
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6. ANWENDUNGEN

Als erstes zeigen wir wie sich aus den Lésungen von Kap.4 interes-
sante Beispiele zu der folgenden Problemstellung konstruieren las-
sen. Unsere Terminologie orientiert sich an Busch/Lahti [111,

6.1 DeFnmioN: Sei & eine Menge von selbstaddjungierten Operato-
ren Uber einem komplexen, separablen Hilbertraum %,
i) Zwei Dichteoperatoren (siehe Kap.2) D ,D eD (ber % heiBen #-
dquivalent, falls fir alle Operatoren Aes und Borelmengen »<=R gilt:
tr(D,x, (A)) = tr(D,x, (A))

ii) & heiBt "informationsvollstédndig”, falls aus der #-pguivalenz
zweier beliebiger Dichteoperatoren D ,D_ €D folgt: D =D,_.

iii) & heiBt "informationsvollstédndig bzal. den reinen Zusténden"
(=orthogonale Prodektionsoperatoren auf eindim. Teilraume: D=P_,
siehe Kap.2), falls aus der #-Acquivalenz beliebiger P_,P.eD folgt:
P =P, d.h, e=rf mit AeC, |x|=1,

Die physikalische Motivation der Definition ist offensichtlich:

Zwei #-aquivalente Zustande D, und D, lassen sich auch durch wie-
derholte, statistische Messungen der Werte der Observablen Aes#f (an
identischen Systemen) nicht unterscheiden. FUr die (zumindest prin-
zipielle Moglichkeit der) eindeutigen Bestimmung (bzw. Rekonstruk-
tion) des Zustands durch Messungen sind informationsvollstandige
Mengen von Observablen notwendig.

Speziell untersucht wurden bislang, zurilckreichend auf eine Anre -
qung von Wolfgang Pauli aus dem Jahre 1933, vor allem die, wie viele
Beispiele zeigen, bzal. reinen Zustanden nicht informationsvollstan-
dige Menge #={X,P} und diverse Erweiterungen davon (siehe z.B. Vogt
[45], Corbett/Hurst[14] und Wiesbrock [491) und im €" die Mengen der
Spin-observablen (siehe z.B. Stulpe/Singer [42], Singer/Stulpe [401).

Wir beschranken uns nun auf endlichdimensionale Hilbertrdume. Sei
=C" und #=(A : iel} eine Menge von komplexen, selbstadd. rxn Ma-

trizen (mit Indexmenge I). Seien deren kanon. Sepektralzerlegungen:
rii}
iy TL) H h
A = k!a a, P, fur alle el
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mit den Jeweils verschiedenen Eigenwerten ak‘ und assoz. Prod. P;”,

1=k=r» flir alle i€l, Es folgt sofort, daB zwei nxn Dichtematrizen
D, und D, #-dquivalent sind, genau dann wenn gilt:

tr (") = tr(BP") fir alle iel, s<k<ra
Busch und Lahti zeigen (in [111, im Beweis von Theorem 2.5.1), daB
eine Menge #=(A : iel} von selbstadj. nxn Matrizen informationsvoll-
stdndig ist, genau dann wenn die Spektralprodektionen P~ ,iel, 1Sksrw
den ganzen n -dimensionalen Vektorraum Mﬂ der komplexen n=n Matrizen
aufspannen.

Fur die Informationsvollstédndigkeit bzgol. reinen Zustédnden ist hin-
gegen keine solche eindeutige Charakterisierung bekannt.

Es gibt z.B. bzgl. reinen Zusté&nden sowochl informationsvollstandige
als auch -unvollsténdige Mengen # von selbstadd. nxn Matrizen, wo
die Spektralprod. der Ae# einen (n°-1)-dimensionalen Teilraum von
M, aufspannen. Beispiele dafur lassen sich etwa aus den vollstandi-
gen Ldsungen von paarweise bzg1.£1 unabhangigen, selbstadd. nxn Ma-
trizen konstruieren, indem zwei verschiedene Eigenwerte einer belie-
bigen Matrix gleichgesetzt werden. Ohne Beweis sei erwdhnt, daB man
so ausgehend von den Lisungen von Satz 4.5 bzgl. reinen Zustanden
nichtinformationsvollistandige, ausgehend von Bsp.4.10 fir =2 bzgl.
reinen Zustanden informationsvollsténdiee Mengen erhalt.

Dies zeigt insbesondere, daB aus der Informationsvollstandigkeit
bzgl. reinen Zustanden nicht die allgemeine Informationsvollstén-
digkeit folgt (siehe Fragestellung in Busch/Lahti [111, p.638/641),
aber auch, daB z.B. die Dimension des von den Spektralprodektionen
der A e gufgespannten Teilraums von M_ nicht genidgt um die Infor-
mationsvollstadndigkeit bzgl. reinen Zustanden zu charakterisieren.
Dazu bendtigt es weiterer Kriterien.

Ein solches wurde etwa von Moroz (341 vorgeschlagen, der vermutete,
daB es ein m=4 gibt, sodal Jede Menge #f{ﬁi,...,hm} von m selbstadd.
Operatoren Uber einem beliebigen separablen Hilbertraum # informa-
tionsvollstadndig bzgl. den reinen Zustanden ist (bzw. "hinreichend”
nach Moroz), falls AL und Aj flr bel. 1=#i=m Jeweils keinen gemein-
samen invarianten, nichttrivialen Unterraum haben.
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Fir unendlichdimensionale % wurde dies bereits durch eine Arbeit

von Wiesbrock [49] wiederlegt.

Ein einfaches Gegenbeispiel im € erhalten wir ausgehend von der
volisténdigen Menge #={A,,...,A } von a+] paarweise bzgl. 31 unab-
hangigen, selbstaddungierten, nichtentarteten gxg Matrizen, die es
nach Satz 4.5 fur bel. Primzahlpotenzen q gibt. Lassen wir eine der
Marizen, etwa A, weg und setzen wir #“={A!,....Aq}. Es ist leicht
Zu sehen, daB #°, fUr beliebig groBe q, die Yorraussetzung der Hypo-
these von Moroz erfilllit. & idist aber nicht informationsvollsténdig
bzgl. den reinen Zustaénden: z.B. sind die g eindimensionalen Spek-

(O

tralprodektionen von Aﬂ: Pk . 1%k=q alle & -dquivalent, da gilt:

tr (P P") = L fur alle sSiki<a,
Dieses Beispiel ist auch interessant im Vergleich zur klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie, wo bereits zwei (bzgl. der Gleichver-
teilung unabhéngige) Zufallsvariablen f_,f_ (ber ﬂ={ﬁ1jnﬁﬁﬁp,ﬂQEQ}
der Gestalt f;{mu} = g (i) und fzfmui = g,i), wobei die Werte g (i),
1=i%p und g, (i), 1=i=q Jeweils verschieden seien, informationsvoll-

stdndig bzgl. den reinen Zustdnden (=PunktmaBen p) sind.

Dies berechtigt zu sagen, daB die reinen Zusténde in der Quanten-
wahrscheinlichkeitstheorie mehr Information enthalten, als jene in
der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie.

Noch eine kurze abschlieBende Bemerkung:

Die Unabhéngigkeit bzgl. dem (normierten) Einheitsoperator von zwei
selbstadjungierten Operatoren Uber einem separablen Hilbertraum %
umfaBt auch physikalisch signifikante Lésungen: Paare A1 und 1eB
(siehe Satz 3.6 flr endlichdim. #, Bsp, 2.12 fir unendlichdim. %)
beschreiben quantenmechanisch v6111ig unabh&naige Observablen. Zu dem
kanonisch kondugierten Paar X und P (ber £°(R) (siehe Prop. 2.13)
korrespondieren klassisch unabhéngige Observablen.

Da die Unabh&ngigkeit eine grundlegende Kategorie in Jealicher Be-
schreibung der Wirklichkeit ist, wdre die Bestimmung aller L&sungen
von (im besonderen bal. El bzw., 1) unabhangigen Observablen in der
Quantenmechanik von prinzipiellem Interesse. Dies kénnte auch wei-
tere Anwendungen zum Vorschein bringen.
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